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INTRODUCTION. 



On possède aujourd'hui un grand nombre d'ouvrages 
traitant des courbes du second ordre , mais tous ceux 
qui ont paru sont élémentaires et généralement destinés 
aux jeunes gens qui aspirent aux écoles du gouverne- 
ment. 

L'ouvrage que je livre au public, fait dans mes in- 
stants de loisir, ne renferme point de propriétés nou- 
velles, et cependant j'ai pensé qu'il pourrait être con- 
sulté avec fruit par les personnes qui étudient ces sortes 
de matière. 

C'est du reste un devoir pour l'auteur qui écrit un 
livre nouveau sur un sujet si souvent exploré, de rendre 
compte au lecteur des motifs qui l'y ont déterminé. 
« Il y a des gens , dit Pascal,- qui voudraient qu'un au- 
teur ne parlât jamais de choses dont les autres ont parlé ; 
autrement on l'accuse de ne rien dire de nouveau ; mais 
si les matières qu'il Jraite ne sont pas nouvelles, la 
disposition tn estnouvetle: comme si les pensées ne for- 
maient pas un autre corps de discours par une disposi- 
tion différente , aussi bien que les mots forment d'au- 
tres prisées par les différentes dispositions. • 

Ces réflexions semblent s'appliquer plus qu'à toul 
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VllI INTEODDCTION. 

autre , au sujet de cet ouvrage. Sans doute il serait im- 
possible de ne dire que des choses nouvelles dans un 
livre traitant des courbes du second ordre ; mais sans 
toucher au fond , on peut changer la forme et essayer 
de présenter les propriétés de ces courbes dans un ordre 
nouveau , qui rende leur étude attrayante et leur en- 
chaînement plus facile à saisir. 

Si on examine Tordre dans lequel les propriétés des 
courbes du second ordre sont exposées dans les ouvrages 
élémentaires, on reconnaît, que chaque courbe y est 
traitée séparément , et la disposition suivie pour l'étude 
de chacune d'elles y est la même; en un mot, plus on 
avance, plus on reconnaît qu'on ne fait que répéter, 
sauf quelques changements de signes, tout ce qui a été 
développé sur la courbe précédente. Cette disposition 
est sans contredit la meilleure et la plus facile pour 
faire retenir aux lecteurs les propriétés des trois courbes 
qu'ils ont étudiées. Mais elle ne permet pas, dès l'entrée 
dans cette branche des mathématiques, de résoudre une 
foule de questions simples qu'un autre ordre met è 
même d'aborder facilement. L'étude des propriétés des 
courbes du second ordre se divise dans cet ouvrage en 
trois parties.. 

La première renferme les démonstrations des pro- 
priétés de ces lignes par l'analyse^, je n'ai pas cru devoir 
y joindre d'autres propriétés que celles exposées dans 
les ouvrages élémentaires; car le but de ce livre n'est 
pas d'offrir au lecteur un recueil des propriétés de ces 
courbes. Dans cette partie je n'ai pas hésité à employer 
assez souvent le calcul différentiel et intégral; mon but 
en agissant ainsi a été de faire ressortir autant que 
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INTRODUCTION. IX 

posable les propriétés des courbes du second degré, 
de celles des autres courbes algébriques. Cet inconvé- 
nient disparait presque en totalité à cause du grand nom- 
bre de personnes initiées aux premières notions de cette 
branche des mathématiques ; du reste le titre seul de cet 
ouvrage permet d'employer tout ce qui est utile pour 
Fétude qu'on s'est proposé de faire. Les théories des 
tangentes, sous-tangentes, des foyers, des diamètres 
conjugués et des cordes supplémentaires ont été expo- 
sées en partant de l'équation générale y'=iiM?' + 2;?x, 
résumant, comme on le verra, toutes les courbes du 
second ordre, en donnant aux coefficients des valeurs 
convenables. Cette disposition me semble préférable 
pour les lecteurs qui ont peu de temps à consacrer à 
l'étude de ces courbes; en outre elle initie immédiate- 
ment à la discussion d'un problème, avantages que ne 
présentent point les ouvrages élémentaires habituelle- 
ment suivis. Les jeunes gens y sont toujours soumis à 
l'ancienne méthode d'étudier les propriétés des lignes 
par théorèmes , aussi leur faut-il un temps assez long 
pour qu'ils puissent imprimer à leur esprit une autre 
direction. De là naissent les deux et trois années • et 
même quelquefois quatre années , que mettent les élèves 
à arriver à un résultat. L'ouvrage que je présente est 
loin de remédier à l'inconvénient signalé ; je me trou- 
verais malgré cela heureux , s'il peut être utile aux lec- 
teurs, et donner l'idée à ceux qui s'occupent particu- 
lièrement de cette branche des sciences , de créer un 
ouvrage permettant de consacrer à l'étude des lignes 
du second degré moins de temps, tout en donnant aux 
jeunes gens un ordre d'idées dont ils puissent se servir 
plus tard dans les diverses carrières qu'ont à choisir 
ceux qui arrivent aux écoles du gouvernement. 
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X INTRODUCTIOK. 

J'ai pensé qu'il était convenable de donner en note la 
discusion de l'équation générale Ay ' + Bœy + C^* + Dy 
-f- Er + F=:0 , afin de ne pas renvoyer le lecteur aux 
ouvrages habituellement suivis. Dans la première partie 
j'ai traité des développées des courbes du second ordre , 
parce qu'elles sont liées intimement à ces dernières. 
Quant aux rayons de coitrbure , leur étude est indispen- 
sable pour avoir la forme exacte de c s lignes. 

Je n'ai point fait de chapitres distincts pour les con- 
structions graphiques des tangentes, des directrices. Au 
furet à mesure que les propriétés qui donnent lieu à ces 
constructions se sont présentées, on les a exposées 
successivement pour chaque courbe. 

La seconde partie se compose des propriétés des li- 
gnes du second ordre exposées par des considérations 
géométriques. On n'a pu suivre la marche adoptée dans 
la première partie , en conséquence chaque courbe y est 
traitée séparément ; et, autant qu'il a été possible, je me 
suis attaché à donner, à la suite de la démonstration 
géométrique , la démonstration analytique. Mon but a 
été d'offrir au lecteur un moyen de comparer les deux 
méthodes et de reconnaître que les démonstrations ana- 
lytiques sont beaucoup plus simples et s'étendent plus 
facilement aux divers ca^ particuliers que les démons- 
trations géométriques. 

Généralement les courbes du second ordre ne sont 
présentées que comme un sujet d'application de l'algèbre 
à la géométrie , à l'exception toutefois des recherches 
de celles de leurs propriétés dont la connaissance est 
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INTRODUCTION. \l 

indispensable , à cause de Tapplication fréquente qu'on 
est obligé d'en faire. Cet ouvrage aura donc cela de 
nouveau, de présenter les deux méthodes analytique 
et géométrique réunies. 

La troisième partie traite de la quadrature et de la rec- 
tification des courbes du second ordre. Ce dernier sujet 
a été traité le plus complètement possible. La méthode 
donnée par Legendre, pour la rectification d'une courbe 
quelconque , m'a conduit à démontrer des théorèmes 
remarquables sur les développées des courbes du second 
ordre. J'ai cru nécessaire , ayant donné dans la première 
partie de cet ouvrage les équations des tangentes et des 
normales à une courbe quelconque , de joindre à la suite 
de la troisième partie un appendice donnant les métho- 
des graphiques pour construire à une courbe quelconque 
une tangente ou une normale , et à deux courbes les 
tangentes communes ou les normales communes. 

Le titre de cet ouvrage fera disparaître au lecteur 
toute surprise, en voyant quelquefois des questions 
résolues par plusieurs méthodes. 

Je ne me dissimule pas que ce livre paraîtra , au pre- 
mier aspect, d'une lecture pénible; mais si quelques 
calculs sont longs et difficiles, ils serviront au moins à 
graver dans l'esprit du lecteur les méthodes suivies, et 
lui permettront de les appliquer ensuite à une courbe 
quelconque du second ordre sans difficulté. Puisse cet 
ouvrage être utile à ceux qui ont la pénible tâche de se 
présenter à un concours avec le désir d'y réussir , et 
mon but sera rempli. 
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Xn INTRODUCTION. 

Les figures ont été mises dans un volume séparé, 
afin de rendre leur étude plus facile; elles ont été faites 
avec soin et exactitude ; on s'est surtout attaché à les 
charger le moins possible de lignes , dans le but unique, 
de rendre les démonstrations plus faciles à suivre. 
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TRAITE 



LIGNES DU SECOND ORDRE. 



CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES. 

1. On appelle centre d'une courbe un point qui divise en deux 
l^rties égales toutes les droites qui y passent. Ces droites prennent 
lé nom de diamètres. 

On appelle axe d'une courbe , une droite qui divise en deux 
parties égales toutes les cordes qui lui sont perpendiculaires. Un 
axe est dit transverse ou non transverse selon qu'il rencontre ou 
ne rencontre pas la courbe. Les points où un axe transverse coupe 
la courbe se nomment sommets. 

Une courbe peut être considérée comme composée d'éléments 
rectilignes infiniment petits. La tangente n'est autre chose qu'un 
de ces éléments prolongés indéfiniment dans les deux sens ; Télé- 
ment commun à la droite et à la courbe se nomme point de contact 
ou élément de contact. 

La normale en un point à une courbe est la perpendiculaire 
élevée à la tangente au point de contact. 

Deux courbes sont dites semblables, lorsque , après avoir inscrit 
dans l'une d'elles un polygone quelconque, il est toujours possible 
d'inscrire dans l'autre un polygone semblable. 

r' Théorème. 

Tout axe d'une courbe divise cette courbe en deux parties égales. 

2. En effet, prenons un point quelconque M sur la courbe, si Fig. i. 
on rabat la partie supérieure AGMB sur la partie inférieure, en la 
faisant tourner autour de AB comme charnière, le point M tome 

1 
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bera nécessairement en un point de la courbe AC'M'B ; car abais- 
sons sur Taxe AB la perpendiculaire MHM', puisque la ligne AB 
est un axe, MH=MH', en outre les angles BHM, BHM' étant 
droits , il s'ensuit que dans le mouvement indiqué la ligne HM se 
confondra avec HM', en sorte que le point M tombera en un point 
M' de la courbe AC'B. Ce qu'on vient de dire pour le point M s'ap- 
pliquerait à tout autre point ; donc la courbe AGMB coïncide avec 
AC'M'B, c'est-à-dire que Taxe AB divise la courbe en deux parties 
égales. 

Corollaire. La perpendiculaire élevée à l'axe au sommet d'une 
courbe est tangente à cette courbe 5 car si elle rencontrait la courbe 
en un second point A', la ligne AA' serait une corde qui devrait 
avoir A pour milieu, ce qui est absurde , puisque c'est son extré- 
mité. 

ir Théorème. 

Toute ligne courbe qui possède deux axes rectangulaires a pour 
centre le point d'intersection de ces deux axes, 

Fig. 2. 3* — Soient AA', BB' ces deux axes, prenons un point M quel- 
conque de la courbe et abaissons des perpendiculaires MP» MQ 
sur les axes , en les prolongeant au delà de ces lignes d'une quan- 
tité égale à elle-même, on obtient les points M', M'' qui appartien- 
nent à la courbe , puisque AA', BB' sont les axes. Joignons les 
points M', M" ; la ligne BB' étant parallèle à MP et en outre MQ 
étant égal à M"Q , il s'ensuit que BB' coupe M'M" en son milieu, 
pour la même raifîon AA' passe au milieu de M'M", donc les axes 
se coupent au milieu de la ligne M'M". Ainsi M'M" passe en O et 
de plus est divisée par ce point en deux parties égales. Donc dans 
une courbe l'intersection de deux axes rectangulaires est le centre 
de celte courbe. 

Si dans une courbe deux diamètres sont tels, que les cordes que 
l'un divise en,. deux parties égales sont parallèles à l'autre et réci- 
proquement, rintersection de ces deux diamètres , qui sont nom- 
més conjugués, est le centre de la courbe. La démonstration de ce 
théorème est^a même que celle du précédent. 

La tangente à l'extrémité d'un diamètre est parallèle au diamètre 
conjugué de celui dont il s'agit. La démonstration est la même que 
celle qui prouve que toute perpendiculaire à l'extrémité d'un axe 
est une tangente. 
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CùTollaire. Uuc courbe n'a qu'un centre, car la ligne droite qui 
les unirait aurait deux milieux , ee qui est absurde. 

Iir Théorème. 

4. — Soient ABGDEF une courbe quelconque et un point pris à ï"*»- 3- 
rinlérieur de cette courbe , si on divise les distances OÂ, OB, OC , 
OD, OE, etc. en parties proportionnelles , les points de division 
A', B', G y ly, F, F', formeront une courbe qui sera semblable à la 
première, car en joignant les points A, B, G, D, E, F deux à deux 
et A' , B' , C, ly , F , F' . . . on forme deux polygones qui sont semblables, 
puisque les angles homologues sont égaux , et les côtés homologues 

proportionnels par construction. Donc les deux courbes ABGD , 

A'B'G'D' sont semblables et semblablement disposées. 

Le point O est dit centre de similitude. 

Bans deux courbes semblables les tangentes aux points homo- 
logues sont parallèles ; car on peut concevoir les points de division 
A, B, G, D, £, F, assez rapprochés pour qu'au point A la ligne AB 
soit l'élément de la courbe, alors A'B' sur la seconde courbe sera 
également un élément de cette dernière , or de ce que les lignes 
AB, A'B' divisent les côtés OA, OA' en parties proportionnelles, 
il en résulte qu'elles sont parallèles; ainsi, AB, A'B' sont deux 
lignes parallèles. Donc , dans deux courbes semblables, les tan- 
gentes homologues sont parallèles. 

Les polygones ABGD et A'B'G'D' étant semblables , leurs 

périmètres sont entre eux comme le3 côtés homologues, et leurs 
aires comme les quarrés de ces mêmes côtés. Donc, d'après le théo- 
rème démontré plus loin sur les limites , les périmètres de deux 
courbes semblables sont entre eux comme deux lignes quelconques 
homologues situées dans ces courbes, et leurs aires sont entre elles 
comme les quarrés de ces mêmes lignes. 

Osculation, Courbure. Centre et rayon de Courbure, 

5. — Lorsqu'une droite TG est tangente en un même point, à pig. z^. 
deux ou plusieurs courbes AGB, DGE, FGH, ces courbes sont 
tangentes entre elles. Elles se touchent intérieurement ou exté- 
rieurement , selon que ces lignes près du point de contact ont leurs 
convexités tournées dans le même sens ou en sens contraire. Les 
courbes AGB, FGH se touchent intérieurement, et les courbes 
AGB, DGE sont tangentes extérieurement. 
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La ligne JNM normale en C à la courbe ÂGB , point de contact 
de cette dernière avec les deux autres DCE, FCH, est aussi normale 
à celles qu'on vient de citer. 

Si deux courbes sont simplement tangentes Tune à Taulrc, elles 
tf ont qu'un élément de commun. Mais lorsqu'une courbe a avec 
une antre courbe autant d'éléments communs qu'il est possible , 
ou égard à la nature des courbes dont il s'agit , le contact entre 
ces deux courbes est aussi intime qu'il peut l'être ; il y a alors ce 
qu'on appelle osculation , et la première courbe est dite osculatrice 
par rapport à la seconde. 
Fig. 5. Concevons que AB, BG, CD représentent trois éléments consé- 
cutifs d'une courbe. 

Par les trois points A, B, G, ou , ce qui est la même chose , sui- 
vant les éléments inflniment petits que représentent AB, BG, on 
peut faire passer une circonférence ; mais , généralement , cette 
circonférence ne pourra passer par un quatrième point D, ou en 
d'autres termes , suivant un troisième élément CD consécutif aux 
premiers, attendu que trois points déterminent une circonférence. 
D'où il suit qu'une circonférence ne peut avoir en commun avec 
une courbe plus de deux éléments consécutifs , et que par consé- 
quent il y a osculation entre une circonférence et une autre 
courbe, lorsqu'elles ont deux éléments consécutifs qui leur sont 
communs. 

Une circonférence ne peut être osculatrice relativement à une 
autre circonférence, puisque deux circonférences doivent se con- 
fondre lorsqu'elles ont trois points communs , c'est-à-dire que deux 
circonférences ne peuvent avoir entre elles qu'un simple contact. 
Si par les points a et b^ milieux des éléments AB, BG, on mène 
des lignes respectivement perpendiculaires à ces éléments , leur 
point d'intersection O sera le centre de la circonférence osculatrice 
en B à la courbe sur laquelle sont les éléments AB , BG , et OB sera 
le rayon de cette circonférence. 

On sait qu'une courbe peut être engendrée par le mouvement 
d'un point matériel soumis à de certaines forces. Gonsidérons la 
courbe ABGD sous ce point de vue. Le point générateur change 
de direction en passant d'un élément AB de cette courbe à l'élé- 
ment BG, qui le suit immédiatement. La déviation du point dé- 
crivant, au point B, est donnée par Tangle GBG'. La courbure 
au point B est d'autant plus grande que Tangle formé par les 
deux tangentes consécutives TG, T'G' est plus grand. Cet angle 
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peut donc servir à mesurer la courbure au point B. Mais la somme 
des angles du quadrilatère OàBb étant égale à quatre droits, et les 
angles en a et b étant droits, l'angle aOb est le supplément de 
l'angle ABC , d'où il suit qu'il est égal à GBG'. L'angle GBG' ou son 
égal aOb est ce qu'on nomme angle de courbure. Le point prend 
le ncmi de centre de courbure, et le rayon OB celui de rayon de 
courbure. 

Si l'on place l'élément BG en BC, l'angle de courbure , et par 
conséquent la courbure elle-même augmente; le rayon de cour- 
bure se place en 0', et le rayon O'B devient moindre que OB. On a , 
en désignant cire (OB) par 2^. OB, et cire (O'B) par 2tz. O'B , 

ang aOb _ arc aBb ang aO'b' __^ arc àBb^ 
4^ "" 2it. OB ' ? ■" 2ir. O'B ' 

D'où Ton tire 

^, .^arcaBb ^„, .^arcaB^' 

Et si l'on désigne par c et o' les courbures, au point B, des ligues 
auxquelles appartiennent les arcs égaux aBb et aBb\ \\ vient 

c _ dingaOb _ OB' 
? — aogaa^'"" OB' 

D'où on conclut que les courbures c et c' sont en raison inverse des 
rayons de courbure OB , O'B. 

Les droites aO, bO sont des normales à la courbe où sont situés 
les éléments AB et BG. Toutes lès normales qu'on peut tirer dans 
une circonférence concourant toutes au centre de cette dernière, il 
s'ensuit que la courbure d'une circonférence est uniforme, c'est-à- 
dire qu'elle est la même pour tous les points de cette courbe. 

De ce qui précède, on déduit que, la courbure d'une circonfé- 
rence est d'autant plus grande que son rayon est plus petit. Cette 
courbure est nulle lorsque son rayon est infini , ce qui donne une 
ligne droite. 

Dans l'ellipse le rayon de courbure croit de l'un des sommets du 
petit axe jusqu'à l'un des sommets du grand axe. Dans Thyperbole 
la courbure décroît à mesure qu'on s'éloigne du sommet , elle de- 
vient même sensiblement nulle à une certaine distance , parce que 
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les branches hyperboliques se confondent à très-peu près avec leurs 
asymptotes. En général, dans une courbe y on appelle sommets les 
points oiï la courbure atteint son maximum ou son minimum. 

Du même principe il résulte que la courbure est nulle aux points 
où le rayon de courbure est infini ; les points où cette circonstance 
se présente sont remarquables en ce que leurs tangentes sont en 
même temps des sécantes ; on les nomme points d'inflexion. 

La courbure est infinie aux points où le rayon de courbure est 
nul, ce qui arrive, entre autres, aux points de rebroussement de 
la'cycloïde , de Tépicycloïde et à l'origine de la développante circu- 
laire. 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

6. La géométrie analytique , ou l'application de l'algèbre à la 
^ géométrie , a pour but d'exposer les méthodes à l'aide desquelles 
on peut appliquer l'algèbre aux recherches géométriques. 

Le grand avantage que présente l'ensemble des méthodes con- 
stituant cette partie des sciences mathématiques, est de permettre 
à celui qui peut en tirer parti facilement de toujours résoudre les 
questions les plus inabordables par la géométrie ordinaire. 

Toutes les grandeurs que l'on considère en mathématique, li- 
gnes , surfaces et solides, pouvant être rapportées à une grandeur 
de leur nature respective prise pour terme de comparaison , il en 
résulte qu'elles peuvent être représentées par des nombres et pour 
plus de généralité par des lettres j d'après cela on conçoit que les 
grandeurs de la géométrie peuvent être soumises aux calculs arith- 
métiques et algébriques. 

L'application de l'algèbre à la géométrie prise dans toute son 
étendue se divise en deux parties bien distinctes. La première partie 
comprend la résolution des problèmes de géométrie déterminés, et 
la seconde la résolution des problèmes indéterminés. Cette division 
a été suivie dans l'histoire des mathématiques. L'invention de la 
dernière est due à Descartes. Avant ce grand homme, on n'avait 
appliqué l'algèbre qu'aux problèmes de géométrie déterminés. Les 
premières applications de ce genre avaient été seulement numé- 
riques ^ car elles se bornaient à trouver et à calculer arithmétique- 
ment la valeur numérique des inconnues d'après leur expression 
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algébrique résolue. Vers la fin du quinzième siècle , Yiète, célèbre 
analytique français , imagina de représenter ces expressions par des 
constroctions géométriques , eii les supposant obtenues sous une 
forme explicite par la résolution des éqnations qui les détermi- 
naient. Les constructions géométriques doivent être considérées 
seulement comme un moyen élégant de peindre les solutions des 
problèmes , et non pas comme un procédé suffisamment rigoureux 
pour trouver les valeurs numériques des inconnues. Relativement 
à ce dernier objet , le calcul est préférable, parce que son exacti- 
tude est indéfinie , et même on doit toujours y avoir recours , toutes 
les fois que la construction n'est pas très-simple. 

Les constructions géométriques ne pouvaient nullement servir 
pour interpréter les valeurs des inconnues dans les équations in- 
déterminées. Descartes fit faire un pas immense à la science^ en 
montrant que de pareilles équations représentaient des courbes ; 
et Ton peut dire que , par cette découverte , il créa réellement l'ap- 
plication de l'algèbre à la géométrie, dont les constructions de 
Viète n'étaient qu'une particularité très-bornée. En efTet , un pro- 
blème de géométrie quelèonque se réduit toujours à trouver un cer- 
tain nombre de points, de lignes ou de surfaces, dont la position , 
ou la forme, satisfasse à certaines conditions données. On peut 
même considérer la recherche des points comme un problème d'in- 
tersection de lignes. Si l'on sait généralement trouver les équations 
des lignes , d'après l'énoncé des conditions géométriques auxquelles 
elles doivent satisfaire , et réciproquement découvrir la forme ou 
le cours des lignes , lorsque l'équation analytique qui les exprime 
est donnée, il n'y aura pas de problème de géométrie, quelque 
compliqué qu'il soit, que l'on ne puisse écrire algébriquement , et 
réduire ainsi à une combinaison d'équations purement analytiques. 
C'est à l'aide de ce secret que Descartes, à l'âge de vingt ans , par- 
courant l'Europe dans le simple appareil d'un jeune soldat volon- 
taire, résolvait d'un seul coup d'œil, comme en se jouant, tous les 
problèmes géométriques que les mathématiciens de divers pays s'en- 
voyaient mutuellement comme des défis publics suivant l'usage de 
ce temps. 

L'application de l'algèbre à la géométrie , lorsqu'elle est ainsi en- 
visagée , n'exige plus , dans chaque problème , la recherche de 
quelque artifice ingénieux, ou môme de quelque condition parti- 
culière qui conduise à l'énoncé algébrique ; elle n'est plus que l'u- 
sage immédiat d'une même méthode, toujours uniforme et directe 
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dans ses procédés. Ces avantages sont dus à ce qu'elle remonte aux 
éléments simples qui constituent toutes les questions géométriques, 
et qu'elle en combine les énoncés algébriques, précisément comme 
la géométrie les assemble pour constituer la question proposée. 

Tous les problèmes de géométrie, et même en général toutes les 
considérations géométriques , portent sur les positions relatives de 
Tespace. Notre premier pas doit donc avoir pour but de chercher 
comment ces positions peuvent être exprimées et fixées par un 
énoncé analytique. L'espace tel que les géomètres le considèrent , 
est une étendue indéfinie dans laquelle on conçoit que tous les corps 
sont placés. On ne peut donc y déterminer le lieu absolu des corps , 
mais seulement leurs positions relatives , qui sont les seules dont la 
connaissance nous soit nécessaire : et pour cela, on rapporte ces 
points à des objets fixes , dont on suppose la position connue. 
Fig. e. Sur nn plan, concevons deux droites OX, OY faisant çntre elles 
on angle quelconque déterminé : un point quelconque M situé dans 
ce plan est fixé lorsque les longueurs des droites MQ, MP menées 
de ce point parallèlement aux lignes OX, OY, et terminées à ces 
lignes. Car, d'après les propriétés des parallèles , OQ = MP, 
OP = MQ, d'où il suit que connaissant les lignes MP, MQ de lon- 
gueur , on peut les fixer de position et avoir par leur intersection 
le point M. 
Fig. 7. Dans l'espace , pour fixer un point, on prend trois plans ZOX, 
ZOY, XOY faisant entre eux des angles quelconques, mais connus. 
Un point quelconque M est fixé lorsqu'on connaît les longueurs des 
lignes MP, MQ, MR menées de ce point parallèlement aux plans 
et terminées à leur rencontre j car alors On peut mener trois plans 
parallèles à ZOX, ZOY, XOY qui , chacun contenant le point M, le 
déterminent par leur intersection. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce sujet. 11 vaut 
mieux consulter à cet égard les excellents traités sur la matière 
suivis généralement dans les cours de l'Université. 

On appelle équation dune ligne, l'équation qui exprime d'une 
manière générale la relation constante qui existe entre les abscisses 
et les ordonnées d'un point quelconque de cette ligne , et cette 
ligne est dite lieu de l'équation. 

On entend par lieu géométrique une ligne composée de points 
qui ont une propriété commune. 
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Classification des lignes m général. 

La forme et la position des courbes étant toajours exprimées par 
les relations analytiques qui existent entre les coordonnées de leurs 
différents points , on a été condnit à classer les courbes en différents 
ordres, d'après la forme de leurs équations. 

On les divise d'abord en algébriques et en transcendantes, sui- 
vant que leur équation, rapportée à des coordonnées rectilignes, est 
elle-même algébrique ou transcendante. 

On classe ensuite les courbes algébriques suivant le degré de leur 
équation par rapport aux variables représentant les coordonnées. 
L'ordre de la courbe est marqué par l'exposant de ce degré. D'a- 
près cela l'équation du premier degré entre jc ei y donne une 
courbe du premier ordre que nous savons être la ligne droite. L'é- 
quation du second degré entre les mêmes variables donne les 
courbes du second ordre. 

Les courbes du second ordre sont aussi souvent appelées sections 
coniques , parce que les géomètres de l'antiquité les ont étudiées 
comme provenant de l'intersection d'un cône par un plan. 

Dans l'étude des courbes, on ne se contente pas de les classer 
par ordre, d'après l'exposant de leurs équations, mais encore on 
cbercbe les différents genres de lignes renfermés dans un même 
ordre , puis quand cela se présente on cherche les diverses espèces 
contenues dans un même genre. Toutes ces courbes sont ensuite 
classées entre elles d'après certains caractères , qui permettent faci- 
lement de les distinguer les unes des autres. Telle est la marche 
suivie dans l'étude des courbes du second ordre. 

On appelle discuter une courbe , en déterminer d'après son équa- 
tion , la nature, la forme et la position. 

Pour que le lecteur ne soit pas obligé dans le cours de cet ou- 
vrage de consulter pour la ligne droite d'autres ouvrages élémen- 
taires de géométrie analytique, nous allons donner les formules 
résolvant les questions les plas habituellement employées. 

De la ligne droite, 

$1. 
7. — L'équation d'une droite quelconque est v:=ax-}-b. 



Digitized by LjOOQ IC 



10 TRAITÉ DES LIGNES 

Si les axes sont obliques , a = -7— rr r , ô désignant Tangle 

des coordonnées et a celui de la droite avec Taxe des x. 

Si les axes sont rectangulaires , a = . .^^ = tang a. 

° sin(90 — a) ° 

$11 
L'équation d'une droite passant par un point (x\ y) , est 

a est ici indéterminé. 

L*équation d'une droite passant par deux points (j:',/), [x",y'), 
est 

$ III. 

L'équation d'une droite parallèle à la lignes == ^j: 4* 6, et pas- 
sant par le point {af y\ est 

$ IV. 

Les coordonnées du point d'intersection de deux droites, dont 
les équations sont y=sax-\'b^ y^a'x-\'b\ ont pour ex- 
pression 

_ h'--b' _ a'b — ba 

""^aJ^-a' ^-^ a'— a ' 

SV. 

La distance entre deux points donnés [x\ y) , (x'\ y') y lorsque 
les axes sont obliques , est 

D= \/{^"— x'f + (y— y)'+ 2 (x" - x') {y - y) cos 0. 

Si les axes sont rectangulaires 
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J VI. 

L'angle de deux droites , dont >• = ax + 6, j^ = a'j? -f 6' sont 
les équations, a une tangente qui a pour expression , lorsque les 
axes sont obliques, 

^r 4 // X tanga'— tanga 

tang V= tang (a — a) = ——-S -2 — . . 

. ^ i + tanga X tanga' 

Si les axes sont rectangulaires , a = tang a, a! =s tang a', alors 
tangV=— ,, 

S VII. 

Pour que deux droites 7 = ajc -}- ^» y = àx -f- V soient per- 
pendiculaires, il faut la condition 

1+ tangax tang(x'=:0. 

Si les axes sont rectangulaires, l4-<'^'=0est l'équation de 
condition. 

J VIII. 

La perpendiculaire à la droite j^ = ax'\'h menée du point {x\ j') 
a pour équation , les axes étant obliques, 

, — 1 — flîC0S6 
ût+COSÔ 

S! les axes sont rectangulaires , 

:r— y= — (x— a/). 

a 
$ IX. 

La distance du point {x\ y) à la droite y=iax'j-bà pour ex- 
pression , si les axes sont obliques , 

p^^ (y— ^?^^—^^) sine 

V/l + a'-f 2û5ços0 
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Si les axes sont rectangulaires , 



F=zf 



\/î+^ 



Enumération des lignes du second degré. 
8.— L'équation générale des courbes du second degré est 

en la résolvant par rapport hy, le coefficient A n'étant pas nul , on a 



r = 



±— V/a:'(B*-4AC)+2:r (BD— 2AE)+D'— 4AF. 



2 A. 2A' 



Fig. 8. LadiscnssionniontreqnesiB*— 4AG>0Jacourbcestillimitée 
dans le sens des x tant positifs que négatifs , puis ensuite qu'elle 

s^étend à Finfini au-dessus et au-dessous de la ligne >• = — -^ — . 

Cette courbe porte le nom d'hyperbole. 

Si B' — 4AC =0, l'équation de la courbe résolue par rapport 
à^est 



— Bar-«D . 1 



j^ = — ±— J/2:r(BD~2AE) + D'-4AF, 

en la discutant on reconnaît qu'elle est limitée dans un sens et illi- 
mitée dans l'autre , et qu'elle va en s'écartant indéfiniment de la 

Fig 9. lignes = — à mesure qu'on l'éloigné du point où elle se 

àa. 

termine sur cette ligne ; cette courbe porte le nom de parabole. 
Fig. 10. Enfin, si B^ — 4AC <;o, la discussion fait reconnaître que la 
courbe est limitée dans toas sens ; cette courbe se nomme ellipse. 

Il peut arriver que B* — 4AC = et BD — 2AE == simulta- 
nément , alors l'équation résolue par rapport à y devient 



Bo: — D 



iï/D" 



4AF. 



2A 2A 

On voit que la courbe se réduit à deux lignes droites parallèles à 
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y = ~ ^7" , l'ane MN sitaée au-dessus et Taulre PQ au-des- '*«?. <# 

sous de cette ligne AB , dont j^ = est Féquation. 

Il suit de là qu'à Tinspection d'une équation du second degré, 
on peut reconnaître si la courbe qu'elle représente est une ellipse , 
une parabole ou une hyperbole. 

Du centre. 

9. — On appelle centre, dans une courbe quelconque, un point 
tel que toute droite qui y passe et qui se termine à la courbe est 
divisée par ce point en deux parties égales. 

On va chercher la condition pour qu'une courbe du second degré 
soit rapportée à son centre. Soient A^, Ax les axes de coordonnées , 
pour que A soit le centre, il faut que ce point soit le milieu de la 
corde quelconque MM', de là il suit que les deux triangles MAD, 
M' AD' sont égaux, et de leur égalité on déduit AD = AD', MD = Fig. li 
M'D' ; ainsi on voit qu'il faut que les coordonnées des points d'in- 
tersection d'une droite quelconque, passant par l'origine des axes, 
avec la courbe soient égales et de signes contraires. 

Soit y -=• ax l'équation d'une droite quelconque passant par 
l'origine , éliminons^ entre les deux équations 

Ay + Bxr-f Gr' + D^ + Ejc + F = 0, y = ax; 

ilvientJc'[Aa' + Ba + C]+:r:[D«+E]4-FïF05 équation 
qui donne les abscisses des points d'intersection \ pour qu'elles soient 
égales et de signes contraires , il faut qu'on ait Da -j- E = ; pour 
que cette condition soit satisfaite quel que soit a , on doit avoir sé- 
parément D == , E = ; alors l'équation générale se réduit à 

Aj^' + Bx^+Cx'-f F = 0. 

Donc pour qu'une équation du second degré soit rapportée à son 
centre , il faut qu'elle ne contienne pas de terme du premier degré 
en:r et^. 

Du diamètre. 

10. — On appelle diamètre dans une courbe quelconque, le lieu 
des milieux d'un système de cordes parallèles. 
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Il s'ensuit que tous les diamètres passent par le centre de la 
courbe. 
D'après la définition da diamètre , Véquation générale résolue 

par rapport ky^ montre que la ligne j^ = ^. est un dia- 

mètre, puisqu'elle divise en deux parties égales toutes les cordes 
parallèles à l'axe des jr. Aussi on dédait de là que parmi les dia- 
mètres des courbes du second degré il y en a qui sont des lignes 
droites ; on verra plus tard que tous sont des lignes droites. 

Évanouissement des termes du premier degré. 

ll.~Supposons les axes de coordonnées rectangulaires, hypo- 
thèse qui n'altère point la généralité de réqualion. On peut faire 
disparaître les termes du premier degré en x et^, en transportant 
les axes parallèlement à eux-mêmes en un point couvenablement 
choisi. Pour déterminer ce point, posons a7 = a + a/,j^ = ft -j-^', 
a, b seront ses coordonnées ; remplaçant x, y par leurs valeurs 
dans l'équation générale , il vient 

(M) Ar"+Bj^y+Cx-+^'[2AÔ+Ba+D]+^'[2Ca+Bft+E] 
+ A6' + Ba^ + C«' + D^ + Ea + F = 0. 

Les termes de celte équation suivent une loi de formation très- 
simple , d'abord les termes du second degré ont mêmes coefficients 
que dans l'équation (i) 5 les coefficients des termes en x et en^ sont 
les dérivées dtr premier membre de l'équation par rapport à a: età^, 
dans lesquelles on a remplacé x,y par a, ù, enfin le terme indé- 
pendant des variables est le premier membre de l'équation Ay* + 
Bxy + Cjc'* + Dr + Ea: + F = , dans lequelle on a remplacé 
:r,r par«, b. 

Pour faire disparaître les termes en x\ y' il faut poser 2A6 + 
Ba 4- D == 0, 2Gz + Bfr -f E =0 ; équations qui donnent 

^ _2AE — BD ^_2CD-.BE 



B--4AC ' "- B*-4AC* 

L'équation de la courbe se réduit alors à Ay -f Bjcy +Cx'=' + 

F = -, c'est-à-dire qu'elle est rapportée à son centre, point dont 

1 j . . 2AE — BD 2GD — BE 

les coordonnées sont a = -— -. , ^ ~ ^ ^^ ^ar ran 

B' — 4AC B' — 4AC ^ ^' 
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port aux premiers axes ; les expresçions simples de a et 6 per- 
mettent d'obtenir immédiatement de Téquation générale A^"" -f 
Bjtx + ^^ + D^ + Ejc + F = , la position du centre de la 
courbe. 

Si réquation est telleque B* — 4AC = sans que 2AE — BD =0 , 
2CD — BE = 0, les valeurs dea^ b sont infinies , ce qui prouve 
que la parabole n'a point de centre , et les expressions rationnelles 
de a^ b montrent que les autres courbes ont constamment un centre. 

Si B' — 4AC = en même tanps que 2AE — BD = 0, a = -, 

c'est-à-dire que le contre est alors indéterminé \ cette conclusion 
s'explique aisément, car Téquation générale résolue par rapport à 
y donne alors 

•^ 2A 2A "^ ' Kg. 13. 

c'est-à-dire que la courbe se réduit à deux droites parallèles \ or , 

OQ sait que la ligne parallèle qui est à égale distance de chacune 

d'elles, a chacun de ses points jouissant de la propriété d'être 

centre par rapport aux deux parallèles , car soient MN, AB, PQ 

ces trois lignes parallèles, soit O un point quelconque sur AB, 

menant la perpendiculaire commune mopy on a par hypothèse 

op =: om; si maintenant on tire la ligne quelconque UoR\ les 

triangles rectangles Hop, Wom sont évidemment égaux, donc 

OH = OH' ; donc est centre par rapport aux lignes MN, PQ ; 

— Bx — D 
celte ligne AB a ici pour équation^ = — . On voit que les 

résultats donnés par l'analyse s'expliquent facilement. 

Supposons pour un instant que B = , C = , puis posons le 
coeffîciept dey et le terme indépendant des variables égaux à zéro 
dans l'équation (M), il vient alors 

_D ^Ab*^m — F 

2A ' E 

A ne pouvant pas être , il s'ensuit que b sera toujours réel et 
fini ainsi que a , donc l'équation de la parabole peut se réduire à 
la forme Ay + E.r = 0. 

On a supposé B = , on va voir que quelle que soit la courbe on 
peut toujours faire disparaître le rectangle des variables , alors il 
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sera prouvé que Téquation de la parabole peut toujours se ramener 
à la forme indiquée ci-dessus. 

Évanouissement du rectangle des variables. 

12.— On va faire disparaître le rectangle des variables sans 
cbanger l'origine des coordonnées , mais en lès faisant tourna d'un 
angle convenable autour de cette origine. Les formules de trans- 
formations dans ce cas sont jc = jc'cos(x — y sin a , ^ = jc' sin a -f- 
r' cos a; a désignant Tangle du nouvel axe des x avec Tancien, les 
axes sont supposés rectangulaires. 

En substituant ces valeurs dans Téquation Ay-' + Bxy -j- Cj:*+ 
F = , il vient A^ + B'x'y -f c' j/^ + F = 0. B' étant égal à 
2(A — C)sinacosa-j-B(cos'a— sin'a), posantB'=0,onaré- 
quation 

B[cos"a — sin' a] 4. 2 (A — G) sin a COSa = 0, 
d'où on tire tang 2 « = on voit que tang 2 a sera toujours 

\j "~~ A j 

réel, et comme la valeur d'une tangente peut varier entre -\- oc 

ei — oc , il s'ensuit qu'il y a toujours une valeur pour a telle que 

le rectangle des variables disparaisse. 

L'angle a peut varier entre 0"* et 400" (division centésimale) , donc 

2 a variera entre 0*" et BOO"". Désignons par 2 oJ le plus petit angle 

B 
ayant pour tangente p — r-, il sera toujours compris entre C* et 

20O0 9 alors les valeurs que pourra prendre l'angle 2 a seront 

2a', 2a'+200, 2a'+400, 2a'+600, 

ce qui donne pour a les valeurs a' , a' + 100 , a'4- 200 , J + 300. 
ng. 13. Soient Ax , Ay les axes primitifs de coordonnées , supposons 
MAor = a' , alors le premier système d'axes , tel qu'en y rapportant 
la courbe le rectangle des variables disparaisse , est Ax^ , Ay ; les 
autres systèmes , d'après les valeurs trouvées ci-dessus , seront le 
deuxième Aj:", Ay , le troisième Aj::"', Ay", le quatrième Aj:""", Ay^ 
on voit que ces quatre systèmes se réduisent à un seul : donc on 
peut toujours faire disparaître le rectangle des variables , et il n'y 
a qu'un seul système d'axes de coordonnées pour lequel cette 
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disparition ait lieu, sauf Thypothèse B = 0, C = Aj car alors 
lang 2 a = - , l'équation de la courbe devient alors 



0' 



y + ^'+l =0. 



On voit que c'est Féquation d'une circonférence rapportée à son Fig. ik. 
centre et à des axes rectangulaires ^ car, soit la circonférence dont 
OA. est le rayon , la définition de cette courbe est que son rayon 
soit constant; désignons-le par R, on a toujours, quelle que soit 
la position du point A , le triangle rectangle OAP ; alors 

5Â' = ÂP' + ÔP' ou Ii'=a:'+y. 

Telle est l'équation rapportée à son centre et à des axes rectangu- 
laires. Il est démontré par là que l'équation d'une circonférence ne 
contient point le rectangle des variables toutes les fois que les axes 
de coordonnées sont rectangulaires. 

Ainsi toute courbe à centre du second degré a une équation 
qu'on peut ramener à la forme ±: M'a:'* + Hy* = P 5 désignons 
par a^ b les demi-axes de la courbe \ en faisant successivement 
dans la dernière équation a: = , ^ = , il vient 



\/éû" *=\/r 



Dans le cas de l'ellipse on prendra le signe -f- 1 ^t dans le cas 
de l'hyperbole le signe — ; remplaçant M% IN"* par leurs valeurs 
en fonction de a, 6, il vient 

Le terme P doit être positif dans le cas de l'ellipse, sans quoi 
l'équation Wx"" -|- Ny = P serait impossible ; il s'ensuit que l'é- 
quation de cette courbe , rapportée à son centre et à ses axes , est , 
d'après l'équation (X) , uY + ^"^' = ct''b\ 

Si on considère l'équation de l'hyperbole Ny* — Wx^ = P , le 
terme du deuxième membre P peut être positif ou négatif; ainsi 
l'équation peut prendre les deux formes 

Ny— M'a7'=P, Ny-.M^x^ = -.Pj 
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mais la première forme peut se ramener à la deuxième en chan> 
géant ^ en x et j? en ^ , puis changeant les signes des deux mem- 
bres , il vient alors Wy — Wx* = — P. Pour arriver là , on a 
pris Taxe des x pour celui des j^, et l'axe des j^ pour celui des x^ 
la nature delà courbe n'a point changé; ainsi il suiSt de consi- 
dérer l'équation NV — Wx* = — P, l'autre rentrant dans 
celle-là. 

Alors de l'équation (X) on déduit ay — b^x"" = — a'b' , telle est 
l'équation de l'hyperbole rapportée à son centre et à ses axes. 

Les deux courbes à centre sont donc représentées par l'équation 
ay zh b^x* = ± a'b*. Transportons les axes parallèlement à eux- 
mêmes à l'un des sommets ; pour avoir l'équation des deux courbes 
il faut remplacer j: par x — a , on a 

ay ±b'{x — a)'=zt a^b* ; 

simplifiant, elle se réduit à «y ip 2ab'x ± b^x* = O; la résol- 
vant par rapport à j^% elle devient 

(U) jr =zp^x*zt x; 

a a 

ce qui montre que les équations des courbes à centre peuvent être 
ramenées à la forme j^' == mx* -|- ^px. 

On a trouvé précédemment que l'équation de la parabole pouvait 
se ramener à la forme hy -|- Ex = 0; de sorte que si on pose 

E 

= 2p, elle devient^' = ^px. 

Donc toutes les courbes du second degré sont comprises dans 
l'équation 

y^ = mx^ + ^P^' 

Dans le cas de l'hyperbole /w> 0, dans le cas de l'ellipse w <0, 
et dans celui de la parabole m = 0. 
Enfin , si on veut les valeurs de m, p en fonction des demi-axes , 

b^ b^ 

l'équation (U) montre que m = -;,;? = -| — . 

€t CL 

Dans toutes les questions qu'on traitera sur les courbes du second 
degré , elles seront représentées par l'équation 
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Quand l'équation ne contient point le rectangle des variables , 
il faut , pour qu'elle représente une courbe à centre , que les termes 
en X* exy existent , sans quoi B* — 4AC == , et la courbe serait 
une parabole. 

Si le rectangle des variables existe, mais qu'il manque l'un des 
termes en jt' ou^* , la courbe représentée alors est toujours une 
hyperbole. 

Pour que l'équation représente une parabole , le rectangle des 
variables n'existant pas , il faut que l'un des termes en x^ ou y* 
n'existe pas ,- la condition B* — 4 AG = démontre la réciproque. 

Théorème. 

13.— Dans les courbes du second degré à centre, le rapport des 
carrés des ordonnées perpendiculaires au grand axe dans l'ellipse, 
ou à l'axe transverse dans l'hyperbole , est égal au rapport des 
rectangles compris sous les distances du pied de chaque ordonnée 
aux sommets. 

Soient (^Sr'), («r", j^") les points d'où partcnlles ordonnées, on a 

d'où on déduit 

2p 
Dans l'ellipse — = — 2a, alors l'égalité devient p.^ jg 

y _ j/(2g — g/) 

or, 

.r' = MA, 2a — ot'^MB, o^" = M'A, 2a— a7" = M'B, 
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donc 

y MA X MB 
y" "" M'A X M'B' 

Ainsi pour cette courbe le théorème est démontré. 
Fig. 16. Dans l'hyperbole 2a = -^ ; ce qui donne 

y^ __ x'(2a + a:^) _ MA X MB 
y" "" x^'{2a+x") "" M'A X M'B' 

ce qui démontre le théorème. 
Fig. 17. I^aos le cas d'une circonférence m = — 1 , alorsy = {2p — x') a/^ 
cary = MP, a:' = 0P, etOA =2p, desortequeâp — j/ = APy 

donc MP = OP X AP; ce qui prouve que toute perpendiculaire 
à un diamètre dans cette courbe est moyenne proportionnelle entre 
les deux segments du diamètre. Le théorème général énoncé est 
donc démontré quelle que soit la courbe à centre que Ton con- 
sidère. 

L'équation de la parabole étant y = 2px, montre que r(»*donnée 
de chaque point est moyenne proportionnelle entre le paramètre et 
l'abscisse de ce point ; cette propriété donne un moyen facile de 
construire la counbe par points. 
Fig. ^8. Soieiit Ay , Ax les deux axes de coordonnées , prenons AP == 2py 
puis AB=:r ; pour obtenir l'ordonnée correspondant à ce point, sur 
PB , décrivons comme diamètre une circonférence; soit M le point 
ou elle coupe l'axe Ay, tirant par les points M, B des parallèles 
aux axes, le point I qu'on obtient par leur intersection est un point 
de la parabole ; agissant de même pour l'abscisse AB', on obtiendra 
un second point 1', et de môme les points 1", I" 



ifff 



Tangentes. 

14. — On appelle tangente à une courbe une h'gne qui , au point 
que Ton considère, est l'élément de la courbe prolongé indéflni- 
ment dans les deux sens. 

Dans les courbes du second degré, pour obtenir une tangente on 
mène une sécante , on la fait tourner autour d'un des points de 
sécance jusqu'à ce que l'autre vienne se confondre avec lui ; quand 
les deux points sont ainsi réunis la droite est tangente ; cette mé- 
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thode semble dire qoe la tangente est one ligne qui n'a qu'un point 
commun avec la courbe,- on ya montrer plus tard qu'eUe remplit, 
ainsi déterminée, la condition d'une tangente à une courbe quel- 
conque. 

L'équation des courbes du second degré est j^*= mj:" + 2pj:, on 
va chercher son intersection avec la droite y = ajc-\'Pj puis on 
exprim^a que les deux points se sont réunis et la condition résul- 
tante sera celle pour que la ligne ^ =r ax-j- ^ soit tangente à la 
eourbe donnée. 

(i) y = mx' + 2px 

(2) jr=ax+?, 

£n faisant exister simultanément les équations (1), (2) , les coor- 
données X, y doivent à la fois satisfaire à ces deux équations, par 
conséquent représentent celles des points d'intersection de ces li- 
gnes. D'après cette considération pour avoir leurs abscisses, éli- 
minons Xj il vient 

(3) jc'[a'— m]-|-2j:[|3a— p] + p' = 0. 

Pour exprimer que les deux points d'intersection se sont réunis 
en un seul , il faut et il suiSt d'exprimer que les deux racines de 
Féquation (3) sont égales , car les jc étant égaux , les j^ qu'on dédui- 
rait de Féquation (2) en y mettant pour x sa valeur, seront aussi 
égaux. La.condition de l'égalité des racines de l'équation (3) donne 

(4) mp'^^^cLp+p'=0. 

Ainsi la condition à laquelle doit satisfaire la droite j' == ojr -f- p 
pour être tangente à la courbe j^' = /wjr"+ 2px est l'équation (4). 
On voit qu'à une courbe du second degré il y a une infinité de tan- 
gentes, et que la condition de tangence n'entraîne qu'une équation 
entre les coeificients de la courbe et de la droite. 

L'équation ^ = oo» + p ayant deux coefficients indéterminés, il 
faut alors pour déterminer la droite deux conditions; supposons 
qu'en outre d'être tangente à la courbe donnée elle doive passer 
par le point a:\y -, alors on a les deux équations (4), (5) qui , réso- 
lues , donneront les valeurs des coefficients a et p. 
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(4) mp»-2p«/.+/.2=0, (5) y=«V+p; 

il vient en effectuant les calcols 



L'équation de la tangente menée du |K)int j/, y est alors 



On volt que toutes les fois que le point donné est tel que y*— 
TTîJc'* — 2/?Jc'>0, on peut toujours mener par ce point deux tan- 
gentes à la courbe ; cette condition, pour qu'il ait deux tangentes , 
est celle qu'un point doit remplir pour être hors la courbe. 

Pour le prouver /considérons d'abord le cas d'une ellipse; alors 
dans Téquation^' — m^* — 2px = , w < 0, ce qui permet de la 
mettre sous la forme 

y+ (-V/«--^)-£=o, 

Fig. 19. Soit un point M quelconque hors la courbe , joignons le à l'origine 
A, la ligne AM coupe l'èlIipse en JVF, dont les coordonnées sont 
jc^y et pour lesquelles on a la relation 

alors pour le point M dont les coordonnées sont plus grandes que 
jc', y on aura 
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Maintenant prenons un point M" à Tintérieur de Tellipse , lirons 
AM" , puis prolongeons celte ligne jusqu'à la rencontre de la courbe 
en M' ; pour ce dernier point » on a 

par conséquent pour le point M", on aura 

^ V y m) "^ 

puisque ses coordonnées sont plus petites que celles du point M'. 
Donc le théorème est démontré pour Tellipse. 

Passons au cas de l'hyperbole ; soit M un point hors la courbe et Ftg. sa. 
non situé entre les tangentes AH , A'H', tirons l'ordonnée MP, 
cette ligne coupe la courbe en M', pour lequel on a y' — wo:'* 

— 2/?jr'=0; alors pour le point M qui a même abscisse et une 
ordonnée plus grande , on aura y — mx^ — 2px > 0. Si le point 
était à rinlérieur en M", on démontrerait de la même manière que 
ci-dessus qu'on a j^' — mx* — 2px < 0. 

Supposons le point entre les parallèles AH, A'H', et tirons la 
parallèle KM' à Ax ; soit M' le point où cette ligne coupe la courbe, 
on a, enlre les coordonnées de ce dernier, la relation y — mx* 

— 2px=0; alors pour le point R on aura y^—mx' — 2/>j:> 0, 
puisque son abscisse est moindre que celle du point M', et qu'il a 
même ordonnée. Ainsi le théorème est démontré pour l'hyperbole. 

Considérons la parabole ; soit un point extérieur M tel que son pig. 21. 
ordonnée coupe la courbe en M', pour lequel on a j^' — 2pa:=0 ; 
alors pour M on aura évidemment y — 2qx > ; de même si le 
point était intérieur en M", on aurait y — 2px < ; prenons enfln 
un point N tel que son ordonnée ne rencontre pas la courbe, on 
aura y — "ipx > , puisque les deux termes ^% — ^px sont po- 
sitifs, p étant supposé plus grand que zéro et x étant négatif. 

Donc quelles que soient là position du point et la nature de la 
courbe , 
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(1) y*— maf' — 2px' > 0, 

(2) y - mx" — 2pjc^ = 0, 

(3) y— /wo:''— 2;ix'<0î 

rioégalilé (1) exprime que le point est hors la coarbe , réqaation (2) 
qa'il est sar la courbe , et enfio l'inégalité (3) qu'il est à l'iotérieur 
de la courbe. 

D'après ces considérations , on voit que toutes les fois que le 
point est hors la courbe on peut lui mener deux tangentes , que 
lorsqu'il est sur la courbe on ne peut en mener qu'une dont l'é- 
quation est 

y{ma:'^p) pf 

^ j/(mx' + 2p) "^ mjc' + 2p ' 

et enfin que lorsqu'il est à l'intérieur de la courbe il n'y a pas de 
tangente {)assant par ce point. 

Prenons Féquation de la tangente en un point pris sur la courbe , 
et faisons disparaître le dénominateur, il vient 

OU 

y fmjc'' + ^px') =yx (mx^+p) +pyx^y 

mais le point x'y y étant sur la courbe, en a l'égalité 

y'=mx'^+2pjc^, 

ce qui transforme Téqualion en la suivante 

yy= nixa^'\'p [x-^a^). 

Cette forme très-simple de la tangente peut se déduire facilement 
de Féquation de la courbe j^* = 77ij:'+ 2px, en la mettant sous la 
forme yy = mxx -j-px T\-px^ puis remplaçant dans les termes du 
second degré l'un des y et l'un des x par y, a^ et dans l'un des 
termes du premier d^ré .r par j/. 

Cette forme se conserve encore lorsqu'à la place de /», p^ on met 
leurs valeurs en fonction des axes. On a trouvé que l'équation 
y = mx"" + ^P^ représentait les deux équations 
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en suÎTant la règle éooncée ci-dessus pour la formation de Té- 

quatjon de la tangente , on aura y^ = qz — xod zh - [x-^cd) ; or 

a CL 

elle se déduit de Téquation générale en mettant pour m^ p, leurs 

valeurs m = qp —, p=izt. — . 
a u 

En appliquant la méthode qu*on a suivie aux courbes rapportées 
à leur centre dont l'équation est y^ -|- mx^ = /?, on trouverait que 
la tangente a pour équation yy -f- mxaf =/?. 

On peut le prouver sur Téqnation yy = mxa^ '\'p (x + J^) ? 
car transportons l'origine des coordonnées au centre , Téquation de 
la courbe devient 

•'"='« {^- £) + "^ (- - £) «" ^ -'^*- «' 

celle de la tangente devient 

^y=„(,-£)(^-£)+,(,-^+^-£), 

simplifiant, elle se réduit à^y==mj/a: — — , ce qui est la forme 

tn 

annoncée. 

Donc réquation d'une tangente à une courbe du second degré, 
soit que cette courbe soit rapportée à son centre ou h son sommet, 
peut s'obtenir immédiatement quand le point donné est sur la 
courbe. 

On va prouver que tous les points d'une tangente, hormis le 
point de contact , sont situés en dehors de la courbe. 

L'équation de la tangente au point jt', y est 

^y = mxad +p (j: + x*) ; 

pour démontrer le théorème, il suffit de prouver que pour un 
point quelconque de cette ligne on a y — ma:'— 2j5jr>0. Le 
point a:', y étant sur la courbe , on a l'égalité y^ = mx^^ — 2px^, 
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(1) yy=mx3d-\'p{x-^3if), 

(2) y^ = maf*'\'2px\ 

Multiplions les deux membres de Téquation (1) par 2, puis re- 
tranchons celte équation membre à membre de y^=zmjd''-\'^px\ 
il vient y" — ^yf = mod^ — ^nixod— 2px. Celte dernière est tou- 
jours l'équation de la tangente seulement sous une autre forme ; 
on peut aux deux membres ajouter la même quantité y +wix* 
sans qu'elle soit altérée, il vient alors 

(3) (y^y)' = m (x-^x'T+y--mx''-2px, 
L'équation (3) peut se mettre sous la forme 

(^y )'- m(x — x'y=jr^ + mx' - 2px -, 

le premier membre est toujours positif dans le cas de m <; 0, donc 
le second l'est aussi , c'est-à-dire qu'on a toujours 

y — mx^ — 2px^0; 

cette démonstration ne peut s'appliquer qu'à deux cas, celui où 
w <;0 et /» = 0. On va suivre une autre méthode qui s'applique 
quelle que soit l'hypothèse qu'on fasse sur m. 
Il faut prouver que pour une tangente on a toujours 

y— mx* — 2px> 0. 

De l'équation de la tangente, on tire y=z. "^^^ "^ — -; 

conséquence l'expression j^' — mx^ — 2px devient 



en 

r 



(mxx''\-p{X'{-x'}y 
y -- mx^ — 2px = ji — mx* — 2px ; 

remplaçant j'" par sa valeur mx'*'\-'2px\ puis ensuite effectuant 
les calculs , on a 

, ^ m'x'x^'+p^ ix'+2xx'+x"'^) 2mp (jc'jc'+otjt") \ 
y - mx'''-'2px= ^—^ — ^-^ -' / 

y \ 

— m^x^x'* — 2mpx*x^ — 2mpxcd^ — kp^xx^ . | 
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simplifiant le plus possiMe le numérateur de la fraction du second 
membre , Tégalité se réduit à ^* — mx^ — 2px = ^ . 

Donc quel que soit le point de la droite que l'on prenne, on a 
y—mx*—'2px';>0y à Texception du point jc', y de contact 
pour lequel on a y^ — mx'* — ^pj^ = 0. 

Donc tous les points de la tangente dans une courbe du second 
degré sont hors la courbe , hormis le point de contact. 

Cette démonstration s'applique comme on le voit à une quel- 
conque des trois courbes du second degré. 

On démontrera plus tard cette même propriété de la tangente 
par des considérations géométriques. 

Construction des tangentes menées d'u/n point hors la courbe. 

IS.—Soient x\y les coordonnées du point donné hors la courbe, 
la question à résoudre consiste à trouver les points de contact , 
car en les joignant au point donné, on aurait les tangentes. Pour 
y arriver» cherchons l'équation de la sécante passant par ces deux 
points : soient {x'\ y') le premier point de contact, (x'", y") le 
deuxième , l'équation de la tangente au premier point est 

jry' = mxx"+p{x + x^'), 

celle de la tangente au deuxième est 

jry'=:zmxx"'+p(x + x"')', 

ces deux lignes devant passer au point donné on a les égalités (1), (2) . 

(1) yy = mx'x" +/? (0/ + jc") 

(2) yy" == mx'x^" ^p(jc'J^x'"). 

De là on déduit que l'équation de la sécante passant par les deux 
points de contact esty^ = mxx' -{- p {x -{- x' ) ^ puisque cette 
équation, qui est celle d'une droite , doit être satisfaite simultané- 
ment par les coordonnées Jc^\y'i'J^''^y" des points de contact. 

Ainsi , connaissant x\ y , on peut construire facilement la droite 
xf = mxx^ -j-p ( j7 -[_ ^') ^ et par son intersection avec la courbe 
on aura les points de contact, et par suite les deux tangentes cher- 
chées. 
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Cette méthode qui est celle de Tintersection de deux lieux , dont 
TuD est la courbe donnée et l'autre une droite^ est un cas parti- 
culier d'une méthode plus générale , qui consiste en ce que les deux 
points de contact sont donnés par Tintersection de la courbe pro- 
posée avec une autre courbe du même genre. 

L'équation de la sécante passant par les deux points de contact 
a été trouvée de la forme ^y = mxa^ + Z' (-^ + «^^ ) > si on la fait 
exister simultanément avec l'équation delà courbe^ rrr/n^r'-f^p-^, 
x, y désigneront les coordonnées des points de contact des tan- 
gentes menées du point od^y, 

(3) y" = mx* + ^x 

(4) y-y z=z mxod -{- p (j:-}-j:'). 

Multiplions les membres de Téquation (4) par le facteur numé- 
rique K , et ajoutons Téquation résultante (3) membre à membre , 
il vientréquation(5): 

(5) y -j_ K^r' = mx* + Y^mxx^ + ^px + Kj» ( j: -f j:') , 

dans lacpielle x, y représentent les coordonnées des points de con- 
tact , tant qu'elle existe simultanément avec l'équation (3). 
L'équation (5) peut se mettre sous la forme 

pour y arriver on n'a fait qu'ajouter aux deux membres des quan- 
tités égales et connues*, enfin cette dernière équation peut se ra- 
mener à la forme 

(6) (j'+K0=«»[x+K^'+2/»x[l+|] + 

_1_K «K— + 2/»— . 



On voit que la courbe donnée par l'équation (6) est une courbe du 
même genre que la courbe proposée \ en outre que ces deux courbes 
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ont leurs axes parallèles , et que les coordonoées du sommet de la 
seconde sont 



K 

m-x 



+'('+f>\/'''('+l)-'^(-^"-^-*^) 



Ainsi , en construisant la courbe que donne Téquation (6) , les 
points où elle coupera la courbe donnée seront les points de contact 
des tangentes demandées. 

On peut donner au facteur K toute espèce de valeurs réelles , 
soit positives ou négatives. 

Reprenons Téquation de la sécante passant par les points de 
contact, puis cherchons celle de la droite passant par le point c^^y 

et le centre de la courbe dont les coordonnées sont x = — ^, j^= 0. 

m 

y —y 

D'après la formule^ — y = „ . ( j: — j:*), on a pour l'é- 
quation de la droite en question 



y 



m 



(x + £) ou ^ = -^(x+£). 
\ m/ mx-\-p\ ' m/ 



Désignons par a, J les tangentes des angles que font ces deux 
droites avec Taxe des x , on a 

_mx''^p , my 

de là on déduit olo! = m ^ donc dans toute courbe du second degré 
le produit des tangentes des angles que font avec Taxe des jc , la 
sécante passant par les points de contact de deux tangentes , et la 
ligne qui va du centre au point où se coupent ces deux tangentes 

ta 

est constant. Dans Tellipse ce produit aa' = ; et dausThyper- 

a 

ta 

bole oa' = — 5 dans la circonférence aa' = — 1 , donc 1 + «i^' = ; 

c'est-a-dire que les deux lignes décrites ci-dessus sont perpendicu- 
laires. 
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Fig. 22. Ainsi on voit que si d'un point hors d'une circonférence OA, on 
mène deux tangentes MP, MQ , puis qu'on joigne leurs points de 
contact P, Q, la ligne ainsi obtenue est perpendiculaire sur la ligne 
qui va du point donné au centre O de la courbe. 

Des tangentes à une courbe algébrique: 

16. — Considérons un point M sur une courbe quelconque j la 
tangente PQ en ce point est la ligne qui a dé commun avec la 
courbe l'élément inGniment petit sur lequel se trouve le point M. 
Pour trouver son équation , on va supposer une sécante passant 
par le point M et tournant autour de ce point jusqu'à ce que son 
second point de sécance vienne se confondre avec le point extrême 
de l'élément où se trouve M. 

L'équation de la droite passant par les points M, N , dont les 
coordonnées sont j^^ y\ x' -|- ^x\ y + A/» ^st 

Fig. 23. Si le point N va en se rapprochant de M, l'équation sera tou- 
jours de même forme, à cela près que ^a:', Ay diminueront; 
quand N sera arrivé à l'extrémité de l'élément qui contient M , 
Ao:', Ay seront dx?^ df^ alors l'équation delà sécante, qui devien- 

dy 
dra la tangente en M , est jr — y =^-j- {x — a^), 

dy 
Si l'équation de la courbe est de la forme j^ =:f{x), ~- =/' {x) 

et l'équation delà tangente en x\y devient^— y ==/' (x^) {x — x?). 
Si l'équation de la courbe est implicite ^f{x^y) = 0. 

Pour obtenir -^ il faut différentier l'équation , et on a 
dx 

d.f{x,y) 

^^^^) ^^^ d'où |:=~^-^: 

dy ^ -" dy dx d,f{x,yY 



en conséquence l'équation de la tangente est 



dy 



<.-/.i^+— .i^=«- 
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^ flx y) d f ix r) 
Il est bien entendu que '' , '^ , ) '-^^ qui sont les déri- 

ay dx 

Yées de/ ( x^y ) par rapport à j: el à ^, ne sont plus fonctions que 

de £ et dey, quantité connues , puisqu'elles sont les coordonnées 

du point de contact. 

La méthode qu'on a suivie pour obtenir les tangentes des courbes 
du second degré est à peu près la méthode générale , à cela près 
que , brusquement, on a cherché la condition pour c[ue les deux 
points de sécance se réunissent en un seul , tandis que pour la tan- 
gente d'une courbe quelconque on a exprimé que la sécante se 
confondait ayec Télément de la courbe conformément & la défi- 
nition. 

On va montrer que dans les courbes du second degré, paV la 
méthode qu'on a suivie , la tangente remplit la condition générale 
pour qu'une droite soit tangente. 

On a trouvé que l'équation qui donne les abscisses des points 
d'intersection de la droite^ = «jc -|- p avec la courbe représentée 
pary =5 ma^ -)- 2/?j:, est 

(1) j:'{a"-m)-f.2j:(Pa-;i)+p- = 0. 

Soit {x\y) le point de contact; pour que a, ^ soient les coefB- 
cients d'une tangente il faut que l'équation soit satisfaite par J et 
jd •\'dx''^c/t qui donne les deux conditions : 

(2) x"(a"-/70 +2j:'(pa~/,)-f.p"=:0, 

(3) (x'+ dxj (a" — //i) -f 2 (x' + dx') (pa —p) + ?' = 0. 

Développant l'équation (3) , il vient 

x'Ma*— iw)+ 2.r' (pa— ^) -l-p» +2a:' ^^x' (a"— m) + 

On voit qu'à l'aide de l'équation (2) elle se simplifie et devient 

^'«(a*— w) + 2x'£/x'(a'— m)4-2fl?:c'(pa— /;>=:0. 

Divisant les deux membres par dod, et négligeant l'infiniment petit 
rfjc'(a» — m) devant les quantités finies, l'équation (3) devient 

jp'(«*-- m) + pa — /?= , d'où x' = — ,^^ i portant cette valeur 

Y 
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dan, l'éqoation (1), on . ('--f (P»-/»' . iiËiZl^ ^ p. ^o, 

simpliGant, il vient m^'— 2^/;? -hp*= 0, condition qaî est celle 
qu'on a trouvée par la méthode des racines égales. 

On eût pu démontrer que la {îivi^Qnicyy' = mxx'-\'p{X'{-x') 
avait un élément de commun avec la courbe, en appliquant à l'é- 
quation j^'= mx* -|- 2p*^ la formule générale des tangentes , et on 
eût trouvé qu'elle est identique avec celle donnée par la méthode 
qu'on a suivie. Le procédé suivi pour les courbes du second degré 
ne peut pas se généraliser . en l'appliquant à une courbe d'un degré 
différent. 

Des souS'tangentes. 

# 

17.— On appelle sous-tangente la partie de l'axe des x com- 
prise entre le point où une tangente coupe cet axe et le pied de 
l'ordonnée du point de contact. 
Fig. 26. Soit MN une tangente, la sous-tangente correspondante est 
MP = AP-j-A]<l[; on voit que pour avoir la sous -tangente, il 
faut dans cette position des axes de coordonnées et du point consi- 
déré ajouter à l'abscisse du point de contact, celle du point où la 
droite coupe Taxe des x. 

L'équation de la tangente au point N est 

jry = nixx' +/? {^+ ^ ) ; 

— px 
faisant^=0, on en déduit j:= — j- — j remarquons que l'abscisse 

tnx -f"/? 

du point M est négative, <mi conséquence pour avoir la sous-tan- 
gente il faut changer son 2»igne, alors 

mx -^-p mx -j-/? 

Cherchons quelle est sa valeur dans le cas de l'ellipse ; pour cela 
remplaçons m^p par ;, —, il vient 



X 

MP = 






x) 



a a 
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On volt que MP oa la sous-tangente est indépendante du petit 
ne et de l'ordonnée da point de contact , donc toutes les ellipses 
qui ont môme grand axe , ont même sous-tangente , lorsque les 
points de contact des langentes sont sur la même parallèle à Taxe 
des^. Celte même propriété a lieu pour les hyperboles. 

On tire de là une méthode simple pour mener en un point donné Fig. 25. 
une tangente à Tcllipse. Supposons qu'on demande la tangente au 
point M, pour la tracer il suffit d*en obtenir un second point; sur 
le grand axe ÂB je décris iine circonférence comme diamètre , je 
prolonge l'ordonnée MB jusqu'en M', ces deux courbes ont, d'après 
la propriété citée ci-dessus, même sous-tangente; or, en menant 
la tangente MT à la circonférence, on obtient BT pour la sous- 
tangente commune, et par suite MT est la tangente à Tellipse 
demandée. 

Cette propriété des sous-tangentes prises relativement à Taxe 
des Xy s'observe encore relativement à l'axe des^*, dans Fel- 
lipse. * 

L'équation de l'ellipse rapportée à son centre est ay 4" ^'-^r* = ^Jg- »«. 
a'ô*; la sous-tangente au point x\ y prise sur Taxe des>- est la 
différence entre l'ordonnée du point où la tangente coupe l'axe des 
X et rordonnéc du point de contact ; léquation de la tangente est 
^yy 4- ^*^^' = û'^" ; y faisant x = Ô , on a 

^=:~=0T', donc DT =:--/ = il 

r y ^ y . 

Donc toutes les ellipses qui auront même petit axe b, auront 
même sous-tangente lorsque les points de contact des tangentes se- 
ront sur la même parallèle à l^axe des x. 

* D'après cela si on veut la tangente au point M , on décrit sur le Fig. as. 
petit axe comme diamètre une circonférence, on tire par le point » 
M une parallèle à Ax jusqu'en M", en ce point on tire la Uingenle 
à la circonférence qu'on prolonge jusqu'en T', joignant T' à M on 
a la tangente demandée; cette seconde méthode graphique peut 
•être employée comme vériûcation pour une tangente obtenue par 
le premier procédé. 

Cette propriété existe encore pour l'hyperbole, mais pour ob- 
tenir la sous-tangente prise relativement à l'axe des j^ il faut tou- 
jours à l'ordonnée y du point de contact joindre l'ordonnée du 
point où la tangente coupe Tax^^ dcs^ prise en signe contraire , car 
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Pig. 97. cette ordonnée a pour expression — p-, ce qui montre qu'elle est 
toujours de signe contraire ky;ei comme la sous-tangente est la 
somme des deux ordonnées ^' et ;, on voit donc pourquoi il 

faut changer le signe de Fexpression — p ; ainsi on aura 






Donc dans les courbes du second degré à centre les sous-tan- 
gentes , soit qu'elles soient prises sur Taxe des a^ ou sur Taxe des 
y f sont indépendantes de l'axe de la courbe compté sur l'axe des 
y ou Taxe des x, « 

L'expression — .' ^ de la sous-tangente a été démontrée 

applicable dans le cas où jt' > , et l'abscisse du point où la tan- 
gente coupe l'axe desx négative, on suppose d'ailleurs/» >0; 
ce fait ayant toujours lien dans une parabole quel que soit le point 
de contact, il s'ensuit que la formule est applicable dans tous les 
cas pour cette courbe. 

Dans l'ellipse elle n'est applicable que pour les points situés sur la 

courbe entre l'origine et les deux sommets , extrémités du petit 

Fig. 20. ^^^» cherchons ce que devient la formule pour l'autre cas. Soit 

MT la tangente, la sous-tangente est TP ; d'après la Ggure on voit 

que TP = BT — BP == BT — x'. L'équation de la tangente étant 

• j^j^ 

yy r= mxûà -{- » ( j:+ x'), OU en tire BT = — j~ — , par consé- 
' ^ I 1^ I 7 mx -^-p 

quent TP= / , ^ ; on voit que c'est l'expression obtenue 

mx -^-p 

prise en signe contraire. 

Considérons Thyperbole , prenons un point tel que son abscisse 

soit de signe contraire à l'abscisse du point de la tangente situé sur 

l'axe des x , on aura 

mx-j-p mx -\'p 
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enfin prenons an point sor la seconde branche en M', on anra NT, rig. is. 
qai est la sous-tangente, égale à 

mx-^p mocf-^p 

On voit que dans ces diverses courbes et dans les positions qn« 
le point de contact peut obtenir sur elles , Texpréssion de k sous- 

tangente est 7. > abstraction faite du signe, puisque c'est 

une quantité essentiellement positive. 

Considérons le cas de la parabole, il faut faire m= dans l'ex- 

mx'^ -4- 2px' 

pression ~—^ — de la sous-tangente, elle se réduit à 2xf\ 

mx -hp 

donc dans la parabole la sous-tangente est double de Tabscisse » 

cette propriété permet de mener facilement une tangente par un 

point donné sur cette courbe; en effet, soit M le point donné, 

AT* =: x\ donc si on prend AT' =: AT, TT' = 2x' sera la sous-tan- ng. so. 

gente, et par suite MT la tangente demandée. On va démontrer que 

parmi les courbes du second degré la parabole est la seule où la 

sous-tangente soit double de Tabscisse. 

En effet , l'expression générale de la souft-tangente est 

• 

mx!* + 2px' mx'* + ^px' 

,' , ^ , posons r-r—- =2j:'; 

mx -f^p mx-f-p 

cherchons la condition pour que cette égalité ait lieu quel que soit 
x' ; réduisant les deux membres au même dénominateur et le sup* 
primant , on a mx'* -f- 2px^ =i= âmx'* -f- âpx' et enfin mx^ s= , ce 
qui exige que m = , c'est-à-dire que la courbe soit une parabole. 
Nous allons démontrer que plus généralement la parabole est la 
seule courbe algébrique où la sous-tangente^soit double de Vàbj- 
scisse. 

En effet, MT'r=TT' tang MTT', d'où TT' = — ^^' ; or Kg. 29. 
MV=jr,iangmTT=z^. Posant TT = 2x, on a l'équation 

Y 

2x =-j-; mtégrant il vient 
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1 1 

posons c = /A , Tîn tégrale devient (>^ = - /a: + /A =s /Ax', et enfin 

y = A'j:; équation qui est celle des paraboles du second degré. 

Donc la parabole est la seule courbe algébrique où la sous-tan- 
gente soit double de Tabscisse du point de contact de la tangente 
correspondante. 

T)t% normales, 

18.-— On appelle normale à une courbe la ligne perpendiculaire 
à la tangente au point où cetle ligne coupe la courbe. 

Soit (a, P) le point d'où on propose de mener une normale à la 
courbe y = ma?" -|- Qpx , son équation sera de la forme y — p = 
A (x-^ol) ; soit (x\ y') le point où elle coupe la courbe, la tangente, 
en ce point a pour équation y^y ^=zmxx^ -{-p [x-\-a^) ; la lignes — 
p= A (J7— a) devant lui être perpendiculaire, on a 



mx^ +^ 

Donc l'éqaation de la normale est • 

xm -f-p 

Maintenant il reste à déterminer x',^'; comme ce point doit être 
en même temps sur la courbe et sur la normale, on a les deux 
équations (1)> (2), d'où bn va déduire x'^y, 

. (1) y*^mx'^ + ^px\ 

De réquation (2) on tire 
ordonnant par rapport à y, on a 
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i(my= -rrrT — rr^^ — • Transportant cette valeur dans Té- 
quation (1), onaTéquatioa 

(3) je^^ii +m)»m+ar'«[m(i+m) (/?—«) -|.;;(i+m)»] + 
+j:^[m(;^-a)*+4/?(p-a)(l+m)-mTl+ 

Ainsi on Toit ipie la solution de la question, dans le casf^énéral, 
dépend d'une équation du quatrième degré. Si toutes les racines 
sont téelles on peut trouyer quatre points qui , joints au point 
(a, p), donnent des lignes normales à la courbe ; mais il peut arriver 
que ces lignes ne soient pas au nombre de quatre distinctes les 
unes des autres, car il y a certaines lignes qui coupant une courbe 
du second degré en deux points sont normales à la courbe en ces 
points; cçtte observation fait voir que Téquation (3) ne peut point 
donner par le nombre de ses racines réelles celui des normales 
qu'on peut mener du point (a, P). On va le montrer plus loin par 
un exemple. 

Dans l'hyperbole le coefScient m (1 -fm') étant toujours positif, 
et le terme -^p* p' toujours négatif, il s'ensuit que l'équation en x' a 
toujours denxracines réelles de signe contraire. Donc quelle que soit 
la position du point («, p), on peut toujours mener deux normales 
à la courbe , et il y en a une pour chaque branche de l'hyperbole. 

Supposons le point donné sur l'axe des Xy ainsi P=0, l'équation 
(3) devient 

x'* [(i+mrm] +2x'' [m {p^o) (1 +m) ^p (l+m)'] + 
+ a/-[m{/.-.«r+4/i(/i-«)(l+m)]+2/»x'(/;~.a) = 0. 

On voit que l'une des racines de cette équation est^' = 0, c'est- 
à-dire que l'axe des x est une des normales; les autres normales 
sont données par l'équation du troisième degré 

j/3 (1 + w)"m +2J:'» [m (p — a) (ï + m) +p (1 + m)"] + 
+^[m{p'-ar + ^p(p-a)(i+m)]+2p(p^o.)=0. 

L'équation (3) n'est susceptible d'abaissement que dans deux cas , 
.wi= — 1, /i»=0; le premier est celui d'une circonférence et le 
second celui d'une parabole. Considérons le cas m == — t , il vient 
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(4) x'^ [ô*^(p^an^2a:'[p(p^ar+p^']+pr^0. 
Combinant Féqaation (%) ayec Téquation (2), on obtient . 

En joignant le point (p, a) aux deux points donnés par les Ta- 
leurs de a^ et y y on a en théorie deux normales, mais on sait à 
priori qif il n'y en a qa'ane , qa'on obtient en joignant le centre au 
point donné, et la prolongeant an delà da centre. Comme on dé- 
montre en géométrie qu'elle est normale aux deux points àS. elle 
coupe la courbe et qu'il n'y a de normale que la ligne qui passe aa 
centre, voilà ce qui explique les deux points donnés par le calcul , 
qui semblent au premier aspect fournir deux normales. 

Cherchons les valeurs de a^ et y directement par la géométrie. 
Fig. 30^ Soit donc AO la circonférence, puis M le point donné; faisant 
passer par le centre O et le point M une droite, les points N et P 
sont ceux que le calcul doit avoir donnés ; posons MB = p, AB = «, 
alors NC=^', AC=j:'. Des triangles semblables MOB, NOC, on 
tire MB : NC :: OM :0N ou p :/ :: OM : ON, mais 

ON = OA=/;, OM=ï/MB'+ÔB'==V/p*-h(/i— a)% 

donc y^= ^ ^^ -, pour le point P, PC'= NC, mais de 

signe contraire , donc PC = — . alors ces deux 

points ont des ordonnées qui sont fournies par Téquation 
y = ±: — ^ - , Des mêmes triangles semblables consi- 

dérés plus haut, on déduit 

OB:OC::OM:ON ou (/? — a)::c'::\/p'-f (/?— a)* :p, 

d'où x'= P^P—'') . Le point P donne AC '=?=/?+ OC = 

p^ P^P'^'^^ — ^ donc les abscisses des points N et Psont 
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x'=p± 



V^'Mp—f 



FIg. 32. 



Par là coïncidence des résultats donnés par l'analyse et la géo- 
métrie , on en dédoit ce théorètne , que dans une circonférence 
tonte ligne passant par le centre est perpendiculaire aax tangentes 
où elle conpe la coarl)e. Considérons le cas de m = 0. L'éqoation (3) 
devient 

(4) ■0/'+ 2x'- (^ - «) + j:' (;,-«)' ^ i p^^= 0. 

On voit qne dans le cas d'une parabole le problème dépend du 
troisième degré. Supposons le point donné sur Taxe des x^ p=0, 
alors on a 

équation qui peut être satisfaite pur ^' = 0, ce qui prouve que l'axe 
des X est une des trois normales, ou bien par a^ -|-p— «=0; si 
p est positif, Jt^ est aussi positif, donc jc'-f /i— a ne peut être nul 
que si a est plus grand que /?. Supposons a =zp^ J est alors zéro ; 
donc si sur Taxe on prend à partir de l'origine AP, =/7^ entre le 
point A et P, il n'y a point de normale à la courbe ; au point P. les 
trois normales se réduisent à Taxe de la parabole , et enfin au delà 
du point P, il y a trois normales , dont deux sont symétriquement 
placées par rapport à l'axe. De cette discussion on déduit que les 
normales à la parabole coupent Taxe au delà du point P, pour 
lequel ^ = 0, x=^p. 

L'équation {x'-^p — a) = prouve que dans la parabole la sous- 
normale est constante et égale au demi-paramètre. Car soit M un 
point quelconque de la courbe, la normale en ce point coope 
l'axe en B; posons AB= a, puis AP = a:', d'après réalité j:'=a— />, 
on vmtque la sous-normale PB est égaleà/?,car j:'=AB — BP=: p. ^^ 
tx— j9. Donc dans la paurabole la sous-normale est constante et égde 
au deoH^paramètre. 

19. — L'équation (4) permet de trouver le lieu des points tels que 
de chacun d'eux on ne peut mener que deux norhides à la para- 
bole. 

Ce lieu sera donné par la condition qui doit exister entre « et j3 
pour €|ae l'équation (4) ait deux racines égales. Désignons par a et 
h les deux racines diffièrenles de cette équation , on aura 
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Effectuant les calcals indiqués dans le premier membre et égalant 
les coefficients des mêmes puissances de x, dans les deux membres, 
on a les équations suivantes 

(X) 2a + è== 2 («—/>), 
(Y) a(a + 2b)=:(p^a)\ 

(Z) a^b=ipf. 
Eliminant entre (X) et (Y) la racine ^, on a a=:a-^p, a:= — — ^, 

ô 

valeurs auxquelles correspondent ^ = 0, ft= I" . Trans- 

portant ces valeurs dans l'équation (Z) , le premier système donne 

1 4 

p = 0, puis le second - pp'=: -- (a— ^)^ équation qu'on peut 

mettre sous la forme 

t O 1 



Ainsi on voit que dans la parabole il y a deux lieux répondant à 
la question algébrique. Le premier p = donne Taxe des x, c'est- 
à-dire Taxe de la courbe, mais il ne commence qu'au point P, pour 
lequel J^=/', car on a trouvé a=a — /?, et comme a représente 
l'abscisse du point où une des normales coupe la courbe, quantité 
qui est toujours positive puisque /? > 0, il s'ensuit que a>>/7. 

Si on examine de près la solution , on voit que de chaque point 
du lieu il y a trois normales à la parabole au lieu de deux comme 
le calcul semble l'indiquer; cela tient à ce que les abscisses des 
points où les deux normales symétriques , par rapport à l'axe des 
Xy coupent la courbe, sont égales ; ainsi on voit que la première 
solution ne répond point à la question ; c'est la conséquence encore 
de ce que le calcul ne donne point les normales, mais les points 
où elles coupent la courbe. On eût évité cette solution étrangère 
en déterminant les ordonnées des points d'intersection au lieu des 
abscisses^ parce qu'à une ordonnée ne correspond qu'un point sur 
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la courbe, (aadisqu'à une abscisse il en correspond d^ux. Du 

reste il soflBt de remplacer dans l'équation (4) j:' par ~- ^'^ et de 

suivre la méthode exposée pour s'assurer qu'il n'y a que le se- 
cond Keu qui répond à la question. 
Le lieu, tel que de cbacun de ses points on ne peut mener 

qae deux normales à la courbe ayant pour équation p*= 

2 _ i 

- p ^(a — p)^ est , comme on le verra plus tard , la dévdoppée de 

s 

la parabole , et ce sera lorsqu'on traitera des développées qu'on 
discutera cette courbe. 

20.— Cherchons la relation qui doit exister entre a et ^ pour que 
les racines de l'équation (4) soient égales. Â cet effet posons 

Développant le premier membre , il vient 



égalant les coefficients des mêmes puissances des x' dans les deux 
mefiilH*es, on a les trois équations 

— Za = 2{p—a), 3a*={p-^a)\ +a'=l pP\ 



équations qui ne peuvent exister que pour « =/?, et p=:0 en est 
la conséquence. 

Donc il n'y a qu'un point qui est déterminé par ^ = 0, x=0, 
pour lequel les trois normales à la parabole se réduisent à une 
seule. Ce point qui est P, pouvait être reconnu à priori à cause de 
la propriété dont jouit Taxe de la parabole à partir de ce point. 

La relation qui doit exister entre a et p pour qu'il n'y ait qu'une 
racine réelle dans l'équation (4), donne la position que doit occuper 
un point pour qu'on ne puisse mener de ce point qu'une normale 
à la courbe. 

Pour déterminer cette relation, il faut faire disparaître le se- 
cond terme de l'équation {k) ; à cet effet posons pour abréger 
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réqaation devient 

Remplaçant Jif par u -j-cr', et ordonnant par rapport à a/, on a 



+6 



j:'+«» =0. 



Pour que le second terme disparaisse il faut que la quantité u soit 
égale h— -a. Substituant dans les autres termes à u sa valeur, 
Téquation devient 

ou 

L 3j^27 3 ^ • 

Maintenant à la place de a, 6, c mettons leurs valeurs, 

réduisant à leur plus simple expression les divers coefficients, 

L'équation étant ramenée à la forme x^+px-^q^O^ on sait 
qu'il faut pour qu'elle n'ait qu'une racine que ^ -|- ^ > 0. Met- 
tant dans cett^ inég^dité pour peiq leurs valeurs tirées de Féqaa- 
tion (5) ; on a pour la relation demandée rioégfaltlé 
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qui, simplifiée, devient 

L'inégalité (6) noas montre que tant que a est <0 oo </?, le 
second membre est n^atif , et comme /^P' est essentiellement po- 
sitif, il s'ensuit que l'inégalité est satisfaite. Itonc de tous les 
points situés à gauche de la ligne QP.Q' parallèle à 4^9 pomr la- 
queUe AP,=;7, il n'y a qu'une normale possible à la parabole. A 

g 
droite de la même ligne il faut que/>p* > 5= (« "P?* « 

On a trouvé que l'équation p?'= ~ i^—pY est celle delà dé- 

■ 
reloppée de la parabole ; alors si on compare p à p', on voit que p' 
est plus grand que p'; donc il faut qu'un point à droite de QP,Q' 
soit hors de la développée de la parabole pour qu'on ne puisse 
mener à la courbe qu'une seule normale. 

L'équation du troisième degré , ramenée à la forme x^ -|- px -|-^ 

^ = , a deux racines égales, toutes les fois quei -|-C- = o, 
condition qui, appliquée à l'équation (5) , donne 



' Pf-=-^^(<--p)^ 

équation qui est celle qu'on a trouvée directement. 

Pour que les racines de l'équation (5) soient réelles et inégales, 
il faut que 

j-f^<0, condition qui donne /?(3" < —(« — A^), 

c'est-à-dire qu'il faut que le point soit à rintérieur de la développée. 
j Si dans l'équation (4) on fait « =/', elle se réduit à 

x'3-.l;;(3' = 0, 
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d'où on tire x' = T - p j p , et par suite y'* = 2p ( -| /? ) 3 . 

Ces deux dernières équations donnant deux points , il semble au 
premier coup d'œil que du point a = /? , p on pourrait mener deux 
normales ; mais cela tient à ce que les deux équations donnent les 
points où les deux normales , menées de deux points à égale distance 
du point P, sur la ligne QQ', dont a =/? est l'équation , coupent la 
parabole , la ligne Qif étant symétrique par rapport à Taxe des x ; 
Fig. 3J. ^^ j,çgjg jj çgj facile de prouver directement, par les valeurs de 
^ et y, que du point Q il n'y a qu'une normale à là courbe 5 car 

i * 

soit le point tel qoe AC = ( ^pj p , y = CD = Ciy ; or, si on 

admettait que du point Q il y a deux normales, ce seraient les 
lignes QD, QIV ; mais on a démontré antérieurement que la ligne 
Hiy est une normale, donc en un point d'une parabole il y aurait 
deux normales , ce qui ne peut être. Ainsi , la ligne a: =p est une 
ligne telle que de chacun de ses points on ne peut mener qu'une 
seule normale ^ résultat qui concorde avec la théorie qu'on vient 
d'exposer. On peut encore montrer directement que d'un point de 
la ligne QQ' il n'y a qu'une normale à la courbe. 

Le p(Mnt Q est déterminé par les équations x = p^ y=zp. L'é- 
quation d'une droite passant par ce point est^ — p = A (x—p ) ^ 

y 

pour qu'elle soit normale à la parabole , il faut que A = — - , en 

conséquence l'équation de la normale est j^ -^ (3 = — -- ( jc — p)\ 

P 
f ^, y désignant les coordonnées du point où elle coupe la courbe \ 

on a pour déterminer ce point les équations (1), (2). 
(1) y_p = -^(;^_^), 

(2) y' = 2pji^. 

Eliminant x', il vient py — p^z=i -^y (^^ p \ chassant fe 

dénominateur et effectuant les réductions , on a^'^ = 2/?* j3 , d'où 

y = (2/>')^-«, 
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2p 



1 ' * 

et par suite •r' = — (^p*f ^» Ainsi Téquation de la normale est 



Donc du point or = p, ^ = p , on ne peut mener qu'nne courbe 
normale , la valeur^dey qui est identique ainsi que celle de jt', à 
celles obtenues par la méthode générale , montre que le point où 
elle coupe la parabole est toujours du même côté de Taxe de cette 
courbe que celui d'où elle part sur la droite QQ^. 

De toute cette discussion il résulte : l"" que d'un point hors de la 
déreloppée on ne peut mener qu'une normale à la parabole ; 2"" que 
d'un point pris sur cette courbe on peut en mener deux; 3"* que 
d'an point pris à l'intérieur de la développée on peut en mener 
trois. 

On voit par là que la développée de la parabole divise le plan en 
deux parties remarquables relativement à cette courbe. 

Normale m un point situé mr la courbe. 

21. — L'équation de la tangente au point x'^y étant ^y = mxx' 
+ Z' ( *^ + ^ ) > <ï^Hc ^^ 1a normale au même point sera 

Le point où cette ligne coupe l'axe des x a pour abscisse 

Dans l'ellipse m est négatif et plus petit que l'unité , en consé- 
quence a:' ( 1 + m ) est >> , puisque x' est toujours positif , la 
courbe étant supposée située tout entière du côté des x positifs. On 
voit qae plus a^ croit, plus la normale coupe le grand axe loin du 
sommet A , alors la valeur maximum de AP correspond à la valeur 

maximum de a:', c'est-à-dire k x' = — ^, dans ce cas on a 

m 

.r = -^+p = -. -£-;^, or, —3: = 2^ 
m mm 
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donc a: = 2« — p , a désigne id le denai-grand axe. La valeur x = 
^a—p détermine le point £ ; la valeur minimum dex correspond 
kx' =^0, alors x=p, égalité qui donne le point K'. On voit donc 
que dans l'ellipse les normales coupent toutes le grand axe entre 

Fig. 33. ^^ ^^^^ points K et K'. Puisque AK = p = — , K'B = AK = — 

carK'B= AB — AK'î or, ona trouvé AK'=î: 2^z — />, doncK'B 
= 2a — {2a — p) = p. Ainsi les deux points K, K' sont à égale 
distance du centre. 

Pour les déterminer graphiquement , appelons le centre de la 
courbe , on a 

OK = OA — AK=: a — - = "^ "^ ^* 



a a 

telle est l'expression à construire. 

Pour cela au foyer menons au grand axe une drconféreaoe tan- 
gente dont le rayon soit plus grand que FA ; du centre O décri- 
vons upe circonférence avec le demi -grand axe OA pour rayon, 
cette dernière coupe la première en deux points S, S ; joignons 
l'un d'eux S au centre O, la ligne OS coupe FS en S,, point qui, 
rabattu sur la ligne AB par un arc de cercle décrit du point 
comme centre avec OS. pour Yayon , donne les points cherchés 

K, K', car on a OF = OS X OS,, or iÔF' = a' —6% OS = a, 

donc OS. = OK = OK' == ^^^*. 

a 

Considérons l'hyperbole; 'n > 0, alors 1 -j- m est toujours > 0. 

. Donc le maximum de x correspond à j:' = oc , alors x = oc.hdi 

valeur minimum de x pour la branche située du côté des x n^a- 

tifs correspond à o:' = 0; ce qui donne x = p, c'est-à-dire le 

point K. Pour la branche positive , le minimum de x est donné par 

j:'=r— ^;alors^r==— ^(l-f-m) + » = — ^— » = 2aH — , 

ce qui donne le point K\ Les points K, R' sont à égale distance des 

* 6' b^ b^ 

sommets. car AK = , BR'== %iA a^i == — , donc AK 

a a a 

= BK',etOK = OK'. 

Les points K, K' se déterminent graphiquement de la manière 
suivante. On a 
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a a 

Au foyer décriyons une drconférence tangente à Taxe transvene, 
dont le rayon soit plus grand que FA où au moins égal , puis du 
ceDtreO avec OA demi-axe transyerse décrivons une circonférence ; 
elle ooope la première jen deux points S et S', dont Tun S joint à O , 
détermine en coupant la première circonférence en S,, un point 
qai, rabattu par un arc de cercle décrit avec OS, pour rayon de 
comme centre , sur Taxe transverse , donne les points cherchés 

K, K' , car on a ÔF = OS X OS, ou a* -f 6'=^ + 0S„ d'où 0S.= 

a 
Sapposons que la courbe soit une parabole , m = , il vient 
j: = 0^ 4" /i , ce qui prouve que toutes les normales coupent Taxe p| ^^ 
de la parabole au delà du point , j^ = , ^ = /? , on P. ; il n'y a 
qoe la noroidle au sommet, pour laquelle jc' ^=0^qiù passe au 
point P,. Propriété de la normale à la parabole que nous avons déjà 



Par l'expression x -^ x' = p^on voit que la sous-normale est 
constante , et égale au demi paramètre de la parabole. 

Considérons enfin le cas de m = — 1 , qui est celui d'une dreon- 
férence, l'équation de la normale devient alors 

p — x' 

Si on cherche le point où elle coupe Taxe , on trouve x =:p. 
Donc dans la circonférence toutes les normales passent au point 
^ = , ^ ;= p , qui est le centre de la courbe : du reste la circon- 
férence est la seule courbe du second degré jouissant de cette pro- 
priété. 

Car la normale à une courbe du second degré ayant pour équa- 
tion 

mx-f-p 

On a trouv9^e le point où elle coupe Taxe des x a pour abscisse 
xz=:x? (1 + m) -f- />; or, on voit que pour que cette abscisse soit 
constante , il faut que m =r — I , c'est-à dire que la courbe soit une 
circonférence. 



Digitized by LjOOQ IC 



J^8 TRAITÉ DES LIGUBS 

Donc , dans les courbes da second degré , la circonférence est la 
seule où toutes les normales passent au même point, point qui est 
le centre de la courbe. Du reste , par la détermination des points 
désignés par K et K', on a tu qu'il n'y avait que la circonférence à 
pouvoir jouir de cette propriété. 

22 . — La longueur de la normale comprise entre la courbe et l'axe 

des x, a pour expression y y*-^{x^a^Y^x, désignant l'abscisse 
du point où elle coupe l'axe des x ; ainsi on a N" =y * + ( j: — ^), 

remplaçant (x — x) par sa valeur mx -j-p^îl vient N =y + 

Le point x\y étant sur la courbe, on ay* = mx'* -f- 2pjr', en 
conséquence mettant pour y sa valeur, on a 

N* = mx'' ( 1 + m) -I- 2;?j:' (1 4- m) ) +/?'. 

De là on déduit que pour que N soit constant , quel que soit le 
point ( j:/, y ) il faut que m = — 1 , c'est à-dire que la courbe doit 
être une circonférence, et alors N = /? ou égal au rayon. 

Donc la circonférence est la seule courbe du second degré où les 
normales soient constantes. 

23. — On va démontrer que la circonférence est la seule courbe 
algébrique jouissant de la propriété que toutes ses normales soient 
égales. 

Soit M le point pris sur la courbe , on a 

MB' ==MP' + Pb' =y • + BF, or BP = MP tang BMP =y ^. 

rig. $2. Ainsi N»=y+^'* ^! = y^ [ 1 + ^^]. PosonsN' =p% 

i + ^-ï» 

Yiiy 
équation qu'on peut mettre sous la forme dx = — : inté- 

\/F=7' 

grant, on aa:= — \/ /?' — y^ + c, ou ^* = />" — (j: — c)\ Ainsi 
l'équation de la courbe est y + ^'^ — 2c j: = /?' — c0^ 

Donc la circonférence est la seule courbe algébrique où les nor- 
males soient égales. 
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APPLICATION. 



Des normales aux courbes algébriques. 

24.— Supposons réqnation de la courbe explicite^ =/(j:). 
on a trouvé que la tangente au point (j^\ y ) pris sur la courbe avait 
pour équation 

Celle de la normale au même point sera de la former — y = 
Â (x — j/) , et comme elle doit être perpendiculaire sur la tangente , 

dy dx 

(Hiat -(-A~^=0, d'oiuA. = — ^. Ainsi l'équation de la nor- 
male est 

dx 

dx 
Si l'équation est implicite y il faut chercher la valeur à^rr'-i en 

conséquence différentions l'équation/ (j:,^) = 0, ona 

^■^+'^-^'=«^ 

tirant de là -r- , il vient 

dy 

d.f[x,r) 



dx 


ày 


dy 


d.f(x^y)' 
dx 



substituant cette valeur dans l'équation (1) , on a, en réduisant tous 
les termes au même dénominateur et le supprimant , 

(2) {y -y) —j^ — (-r - ^) — 5jr~ =^- 

Telles sont dans les deux cas^ =f{x) ^if(x^y) = , les équa- 
tions de la normale au point x\ y de la courbe. 

4 
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Exemple. 

25.'^CoDsidéroiis Téqnation générale A^* -|- Bxy+Cx^-j-Dy -f- 
£x4-F = 0; cherchons^ celle de la tangente au point («r^^y) de 
cette courbe. 

L'équation générale d*iine tangente est 

Or, de l'équation donnée, on tire 

Donc Téquation de la tangente sera 

(1) (j:— j7')(B/+2Ca:'+E)4.(^— /)(Bx'4-2Ay+D)=:0f 
effectuant les calculs indiqués , on a 

ar[By+2C:c'+E]+r[Bj:'+2Ay+D] = 2Rr'y+ 
+ 2 V" + 2Cx'»+ Ejc'^ By, 

Le point x\ y étant sur la courbe , on a A^ + ^^y + ^^^ + 
D/+ Ex'+ F == Q ; de là , on tire 2A:r" + 2B:ry + 2Cy -f 
Dy+Er' = — Dy — Ej/ — Fj alors Téquation de la taogenteest 
a:[%''+2Ca:' + E]+j^[Bj/+2Ay + D]+Dy+Ea;'+F=:0. 

On Yoit que les coefficients de j: et de ^ sont les dérivées du pre- 
mier membre de l'équation prises successivement par rapport à a: 
et à j" dans lesquelles x et ^ sont remplacés par x' et y, puis le 
terme indépendant de x etde y est le premier membre de Téqua- 
tion de la courbe duquel on a rétranché les termes du second de- 
gré , et mis pour x et j' les coordonnées x' et y. Cherchons l'é- 
quation de la normale à la même courbe au point (j:', y). 

26.— L'équation générale de la normale est 

df 
Or, de l'équation de la courbe, on tire j- =By4-2Cx' + E, 
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df 

-j-=2A^' + B-^' + ï^- En conséquence, on a pour Féquation de 

dy 

la normale 

{X--X') [2Ay + B^' + D]-(^-y) [Br'+2Ga:'+D]=:0. 
Développant, il vient x[2Ay + Bj:'+ D] —y [Br'+ 2Ca7'+D]— 

B;c'+D]-j^[Br'+2C^' + D]-;.2ArV + 2Ca:y — By" + B^-"- 
Dx" -f Qr' = 0. Ainsi le point {x\ y') étant déterminé par Féqua- 
tion A/^ + "Rxy -f Cx'^ + Dk' + E.r' + F = , l'équation de la 
normale en ce point est 

x[2Ay + B:c' + D]- y [2Cx' + ^y' + D] + 2x>-' (C ^ A) + 
+ B(y^-j7'^)+D(/-x')=0. 

/)e /a sous'-normale. 

27. — On appelle sous-normale la projection! sur Taxe des x 
parallèlement à Taxe des^ de la partie de la normale comprise 
entre le point où elle coupe Taxe des x et celui où elle rencontre 
la courbe. 

La sous-normale a pour expression AB — BP = a: — x'^ x étant 
l'abscisse du point où la normale coupe Taxe des x^ on a trouvé 

\ —y' 

quey — y= — ^. — {x — x') était l'équation de la normale en Fg. 32. 

\ mx' "f-p 

^\y ; donc en y faisant j^ = , on tire x — x'z=z mx' -|- jp ; de là 
on déduit qu'il faut pour que la sous-normale soit constante que 
/» == , et alors elle est égale à p. Donc la parabole est la seule 
courbe du second degré où la sous-normale soit constante , sa va- 
leur est le demi -paramètre de la courbe. 

On va montrer que la parabole est encore la seule courbe algé- 
brique jouissant de cette propriété. 
; On a PB = MP tang PMB, or PMB = MTB ; donc PB = 

I MP tang MTB. Posons PB = 0, MP=^, alors tang MTB = ^, 

j 1^ 7 .. ° é/x Fig. 32. 

\ dy 

; l'équation devient p =y ^- ou ydy :=zpdx ; intégrant , on a 

\ y = 2/?x + C , ce qui n'est autre chose que l'équation d'une para- 

I bole du second degré. Ainsi la parabole est la seule courbe algé- 

I brique où la sous-normale soit constante. 

1 4* 
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, Des foyers, 

28.— On appelle foyer dans une courbe du second degré un point 
tel, que sa distance à un point quelconque de la courbe s'exprime 
en fonction rationnelle de Tabscisse de ce point. 

Soient a, ^ les coordonnées d'un point qu'on cherche, sa dis- 
tance au point (ar,^)est A" = (a: — c^Y -f- (j^— p)^ = ir*+^' — 2aj7 
--2p^ + a* + P' ; il faut exprimer que le point (^, y) est sur la 
courbe, ce qui donne l'équation ^*=/»jc^ + 2/?jr; tirant de là la 
valeur dey et la transportant dans a% il vient 

à' = x\i + m) — 2x(c,—p)'^2^\/y-\-mx'-{-^'-\-a\ 

Pour que a soit rationnel quel que soit x, il faut à fortiori que 
A* le soit ; or celte condition ne sera remplie que pour p = 0. Ainsi 
le foyer est situé sur l'axe des x; il ne reste plus qu'à trouver a. 
p étant zéro , ^* devient 

A*=::c'(l+m)— 2:c(a— p) + a^ 

Pour qne ^ soit rationnel il faut que sa valeur soit un carré 
parfait, ce qui donne l'équation {x—py = % (l-f-w), d'où on tire 

«= ^ , 

Ainsi les coordonnées du foyer sont 



p=r0 et a = 



1 =h |/l + i 



ce qui montre qu'il y a deux points dans les courbes du second 

degré tels qne leurs distances à un point quelconque de la courbe 

s'expriment en fonction rationnelle de l'abscisse de ce point. 

Cherchons maintenant la valeur de ^. 

P 
Prenons la première valeur a = . , on a 

l + J/l + w 
^^ + x^(\+m)-^2a:( E—-—^p\^( 1 \ - 

simplifiant , puis tirant la valeur de a , il vient 
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Ll v/i + m J 

Considérons le second foyer, puis appelons ^* la distance à un point 
de la courbe. L'expression générale A* devient 



A"=x'(l4-m)-2a7/ 

ee qui donne pour a' 



V/Î+ 



m 



-) + (r:ï%^)'' 



^'=^[- 



+£. 



yi+> 



xV^l-f »» 



]■ 



Les quantités a, a' devant être toajonrs positives , il fant cher- 
cher quels signes on doit prendre dans chaque courbe. 

Prenons le cas de l'ellipse, alors m== -, p = — ; les va- 

ar a 

lears de a, a' deviennent 



A = ±: 



6* 
a 



s+'\/^ 






A' = ± 
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On voit que x étant toujours plus petit que 2a ^ les quantité entre 
parenthèse sont essentiellement positives ; donc il faut prendre les 
signes supérieurs; ainsi, prenant un point de la courbe et le joi- 
gnant aux deux foyers, on a deux lignes* dont les longueurs soDt 



i- P 



i + t/i+m 



+x\/l+m, y= 



i-l/î+^ 



-xV/i-j-/». 



Ces lignes on les nomme rayons vecteurs. 
29.— D'après les valeurs de a, a', on voit que 



A-f A' 



P 



+ 



l + V/l+m l-J/l-f-w 



—m 6^" 



Donc, dans Tellipse, la somme des rayons vecteurs partant du 

même point sur la courbe est constante et égale au grand axe. 

b* b^ 
Passons au cas de Thyperbole m= — , p=z ; on a alors 



A=:±: 



b' 



/ . 6» V « 






A' = =t 



a 



p-'V^ 



+6' 



±[„+Kr+F-.\/ÎEi]. ■ 
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Des valeurs de à, d' on déduit que pour qu'elles soient toujours 
positives y il faut prendre ^ avec le signe 4~, et ^' avec le signe — ; 
pour JT > 0, et pour a? < 0, c'est-à-dire négatif, il faut prendre ^ 
avec le signe — et a' avec le signe +• Ainsi en écrivant 

il faudra prendre les signes supérieurs pour x positif et les signes 
inférieurs pour x négatif. 

30. — Cherchant la différence des deux rayons partant du même 
point, on trouve ^ 



a' 



Donc, dans l'hyperbole, la différence des rayons vecteurs eslconr 
stante et égale à l'axe transverse. 
On a trouvé que les coordonnées du foyer étaient . 



P = 0, 5C=^ 



ou 



pr=0, a= z=zazçl/a'-^b' 

a±Va'-^b' 

dans le cas de l'ellipse; ainsi on voit qu'ils sont à égale distance du 

centre, distance qui a pour expression \/a^ — b^ que l'on con- 
struit en décrivant du sommet B' un arc de cercle avec a pour 
rayon; les deux points F, F' où le grand axe est coupé, sont les 
deux foyers. 
Dans l'hyperbole , la position des foyers est déterminée par p=0 

eta=adiJ/^*+'^' i ainsi ils sont encore à égale distance du cen- 
tre , distance qui a pour expression a-{- K^' +^'' Pour les détcr- 

4** 
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miner, aa sommet A élevons une perpendiculaire sur Ax, puis 

Fig. 3/i. prenons AC = ^ , alors OC = V^^' + ^* ; donc si du point , centre 
de l'hyperbole, on décrit des arcs de cercle avec OC pour rayon , 
on coupe Ax en deux points F,^F' qui sont les deux foyers. 
31.— Enfin considérons le cas de la parabole m =0, on a p=0, 

a=--^ = -=^; ainsi « a deux valeurs dont Tune est finie et 
Iqrl 2 

Tautre infinie, ce qui indique que la parabole n'a qu'un foyer dont 

les coordonnées sont ^ = 0, « = -. Les deux valeurs que donne le 

calcul sont dues à ce que la parabole est la limite deis ellipses qui 
ont un foyer commun , mais dont les grands axes vont en croissant 
jusqu'à l'infini ; alors cette courbe pouvant être considérée comme 
une ellipse particulière ^oit par conséquent avoir deux foyers 
comme la courbe dont em dérive. 

32.— On va démontrer que la parabole est la limite des ellipses 
qui ont toutes même foyer et le même sommet correspondant à ce 
foyer, mais dont les grands axes vont en croissant j usqu'à Tinfini . 
Fifc. 33. L'équation j^' = 7120:' + 2/iar, dans le cas de l'ellipse, devient 

y= iJc* + 2— X. Le foyen le plus voisin du sommet A a 

n a 

pour abscisse a=:^— V/a' — ^' ; posons - p-=.a — \/ a^ — Z>% de 
là on tire ^'=/> [a — ^j ; remplaçant 6' par sa valeur/? [a — ^ j, 



il vient 



-•=-'ii-é]+*4'-fj 



On voit que plus a va en croissant , plus le coefficient de x^ diminue 

ainsi que le facteur ~ j pour ^ = oc, il vient ^* = Soj:, ainsi la 

parabole est la limite des ellipses dont les grands axes vont en 
croissant jusqu'à l'infini , et ayant toutes un de leurs sommets, celui 
qui correspond au foyer invariable, au même point. 

33.— La tangente à une courbe du second degré fait avec les 
deux rayons vecteurs qui viennent à son point de contact des an- 
gles égaux. 

Désignons par V l'angle des deux droites yz=.ax'\-b et ^ = 
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^ _/ 

dx-\-h>', on sait que tang V=— r j, cherchons, dans le cas qui 

1 ~\- aa 

nous occupe, a, a'. 

Soit {x\y) le point pris sur la courbe, la tangente en ce point a 

pour équation 

y/ = mxx' -f /? [X'\-od)y alors a = ' ,^ . 



Les coordonnées du foyer étant a = ^ p = 0, po- 

sant yi-j-m=K l'équation de la droite qui passera par {x', y) 
et le premier foyer sera ^—y = [x — x')^ d'où on 

. , — r'(i-J-K) , 

tire a' = .^ \ ' ; alors on aura 

p—x{i+K) 



lang y^ y ^XJ^K) (mx'+p) '^ 

Ponr obtenir Tangle de la tangente avec le deuxième rayon vec- 
teur, il faudra dans la valeur de tangente Y changer K en — K ; 
effectuant les calculs on a * 

,_^, __ ii+KKy^^%x'')+mpx'+p*^px^(i+K) 
^^ °^^~ ^(i+K){i+m)yx'^pKy * 

remarquant que a/, y étant sur la courbe on a ^^ — mx" =2px^, 
l'équation (1) devient 

^ />x'a-t-K)+»i/>x'+/ 

— j/y (1 + K) (m + 1 ) -pKy 
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De ce qu'on a posé K x= V/ 1 + w , il vient K* — 1 = w ; sub- 
stituant à la place de m sa valeur en fonction de K, Téquation (2) 
se change en 

tan.r V _ /'-^(*+1^)+/>^'(K'-<)+J>' .. 

^ -j:y(i+K)K'-/,v - 

-xy(\ +K) K'-pK/ - —y [KV(1 + K) +/>K]- 
Enfin , 

supprimant le facteur commun aux deux ternies , on a 

(3) tangV=-^. 

En désignant par Y' l'angle delà tangente avec le deuxième rayon 
vecteur^ on déduit de l'équation (3) 

tangV' = + |;;. 

Flg. 33. ^^^^ ^' ^' ^^^ supplémentaires ; or Tangle FMT a pour supplé- 
ment FMT', en conséquence FMT' = TMF'. 

Donc la tangente fait avec les rayons vecteurs qui vont à son 
point de contact des angles égaux : c'est cette propriété qui fait 
donner aux points F, F' le nom de foyers, et non la propriété qui a 
servi à les déterminer. 

34.— D'après la propriété qu'a \| lumière de se réfléchir en fai- 
sant l'angle d'incidence égal a l'angle de réflexion , il s'ensuit qae 
si l'on place au foyer d'une ellipse un corps lumineux , tous les 
rayons de lumière , tombant sur la courbe , iront passer au point 

Pi 33 ^' V^'ovi nomme à cause de cela foyer. Concevons une surface de 
révolution engendrée par une ellipse tournant autour de son grand 
axe ; d'après la propriété de l'ellipse , si on place un corps lumineux 
au point F de l'axe de cette surface, tous les rayons lumineux iront 
se couper en F', de sorte que le point F' sera un centre de chaleur 
ou de lumière comme le point F; un tel point porte le nom géné- 
rique de foyer. 
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De même encore si une personne est en F et qu'elle parle , les 
ondes sonores se réfléchissant de la même manière qne les rayons 
lumineux, il s'ensuit» qu'elles se couperont toutes en .F', et une 
seconde personne placée en ce point percevra mieux le son produit 
qu'en tout autre point de l'intérieur de l'ellipsoïde ; et il peut arri- 
Ter, si le son produit est très-faible et la distance FF' assez con- 
sidérable, qu'une personne placée entre F et F' n'entendra pas ce 
qu'une autre personne en F' entendra. Dans certains palais il y a 
des salles voûtées présentant cette particularité. 

35. — ^Dans une courbe du second degré à centre , le rectangle 
compris sous les distances d'un des foyers aux sommets de la courbe 
est constant et égal au carré du demi-second axe. En effet, les 
points F, F' étant à égale distance du centre O de la courbe , on a 
AF = F'B , et pfkT suite FB = F'A ; or le calcul a donné 

AF — f , AF' = FB 



i + \/ i+m l—V/l + w 

donc AFxFB = ^ x: ^ =-~^ 

1 + i/ 1 + m i—x/i-^m "^ 

ou FA X FB == FA X F'B= =^. 

m 

Ainsi le rectangle a une surface égale à — — ; or, dans Tcllipse, Fig. 33. 

m 

b' + b' 

a a 

et > dans l'hyperbole , 

b' , b' 

a ^ a 

donc , dans l'ellipse , FA x FB = 6% et , dans Thyperbole , on trouve 
également FA X FB ==:-{- 6' ; mais il faut avoir soin de changer le 
signe d'un des facteurs FA, FB ; cela tient à ce que l'hyperbole 
étant rapportée à son sommet, les valeurs de FA, FB, qui sont fj^ 3^ 
données par les calculs , sont l'une positive et l'autre négative , et 
comme les côtés d'un rectangle sont essentiellement positifs, on 
doit en conséquence, avant de faire le produit FA x FB , changer 
le signe d'un des facteurs. 
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Théorâmb. 

36.-— Dans les coarbes du second degré à «entre, le produit des^ 
perpendiculaires abaissées des foyers sur une tangente quelconque 
est constant et égal au carré du demi-petit axe si la courbe est une 
ellipse , et égal au carré du demi-second axe si la courbe est une 
byperbole. 

Soient F, F' les deux foyers et NT une tangente à la courbe ; 
Fig. 15. désignons par FQ, F'Q' les deux perpendiculaires dont il s'agit, il 
faut prouver que FQ x F'Q' est constant. 

L'équation générale des courbes du second degré étant y^ = 
mx* -f 2/7ar , celle de la tangente en N sera 

yy ^mxx'+pix-^-x') ou y= -^x-|-^. 

Les équations des foyers sont 

P _ P 



^ = 0, x = 



1±V/H- 



m 



1±K 



£a conséqoence , d'après la formule connue , on a 

mx'-\-p+x'{i'\-K) 



X 



\/y- + {nix^+p)^ 



posant pour abréger y/y^ _f. (;„^' ^^)» — r^ l'expression de 
FQ devient 

Pour obtenir F'Q' il suffit de changer dans la valeur de FQ, 
Ken — K, alors on a 
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D6S Talenrs de FQ et F'Q' on déduit 

FQ X F'Q' = j^.f^jç.^ [{ma:' +p + x'f - KV> ] ; 

développant (ma?' + p + •^')' ^n considérant nux? + p comme un 
seul terme , il Tient 

remplaçant K* par sa valeur i -f- ''' et réduisant , on a 

« 

FQ X F'Q' = — ^. [('"^' +/>)' + mx'* -\-2px'] = — 

parce qae le point x' y est sar la courbe. Maintenant si on re- 
marqae que R' = (wix' +/>)* +y , on a enfin 



FQ X FQ' = 



__£! 



m 



Donc le produit des perpendiculaires est constant. 

Supposons la courbe une ellipse, m = — -j,p = —, on a FQ 

X F'Q' = 6*; donc dans Tellipse le produit est le carré du demi- 
petit axe. 

Dans rhyperbole m = -^, p = , alors FQ X F'Q'= — b\ 

le second a pour expression dans cette courbe fr \/ -^ 1 ; donc le 
produit est le carré du demi-second aie. 

Ainsi se trouve démontré ce théorème , que les perpendiculaires 
abaissées des deux foyers sur une tangente multipliées entre elles 
donnent un produit constant ; produit qui est le carré du demi-axe 
perpendiculaire à celui passant par les foyers. 

De cette propriété des courbes du second degré on en déduit une 
seconde. 

Si parles deux foyers on mène deux lignes parallèles, le produit 
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des parties de ces lignes comprises entre les foyers et une tangente 
quelconque est constant. 

En effet, soient deux parallèles FB, F'D\ terminées en D et D' à 
la tangente NT. Désignons par G les angles égaux QFD, Q'F'D' ; 
des triangles rectangles QFD, Q'F'D' on tire 

F„ = la., FD' = Î:^; .!.« FD X PIV = ï^|r|S:, 

cosô cosô cos 6 

mais on vient de prouver que FQ x F'Q' = — ^ , en conséquence 

FD X F'D' = -i- X ^=^. 

cos ô m . 

Donc le produit des parallèles est constant. Pour deux autres pa- 
rallèles on a 

FD. X FD'. = "K '. . 
alors en désignant par P, P', P" divers produits , on a 
P : F : P" : F" :: -L ' 



cos^ô ' cos'6., * cos'e/ 

37. — On va maintenant démontrer que les courbes du second 
degré sont les seules courbes jouissant de cette propriété. 

La question à ré^udre est celle-ci : Trouver le lieu des points 
tels, que si de deux points fixes F, F on abaisse des perpendicu- 
laires sur ses tangentes , le produit des parties de ces lignes com- 
prises entre les points fixes et la tangente soit constant. 

Prenons pour axe des x la ligne FF', et pour celui des y une 
perpendiculaire au milieu de FF'. Soient x^ y les coordonnées du 
point de contact N de la tangente , et a Tangle NTjt qu'elle fait avec 

Taxe des x ; désignons OF = - FF' par c. 

Des triangles rectangles FQT, F'Q'T on tire FQ = FT sin «, 

F'Q' = F'T sin a ^ exprimons FT, F'T en fonction de x,y et tang a , 

ona 

FT = RT — R F ' = j^^ co t « — (c — x) , et F 'T = ^ co t « + c + X ; 

dv 
pesons -p- =», alors 
dx 
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P 1 
tanga= — p, Sina = — ^ ^ COSat=: 



En oonséqaence le prodait FQ x F'Q' apra pour expression 

i 

FQxFQ' = — z^=fa:-.c-^) x ^ L+c^^rV 
De là on déduit l'équation 

b^ étant la quantité constante à laquelle doit être ég[al le produit. 
L'équation (1) revient à 

d'où on tire 

p { X -.^) = ± 1^ ô* ( 1 +/.') +pV, 



et par suites =px ip k^6' (1 +/'')+i'"^'î posons pour abréger 
6"* + c* = a% on a 



(2) y=poczç, \/b'+aY', 

diflérentiant l'équation (2) , il vient 

dy . ! , a^pdp 

= pdx -f- xap ip • 



maison a 

a^pdp 



dy z=z pdXy donc pdx ^=zpdx -|- j^iiÇp ^ ' 



v/^' + ^y 

réduisant 



(3) 



dp ( xqz ^^ \ =0. 
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L'équation (3) est satisfaite par 



d[p = , et a: = 



La première solution donne p =c^ alors l'équation (2) devient 



cette dernière donne deux droites parallèles et coupant l'axe des j^ 
à la même distance de l'origine, 
La seconde solution portée dans l'équation (2) la transforme en 

\/ b'-i- ay 

réduisant tous les termes du second membre au même dénomina- 
teur, on a 



r = 



\/ay+b' 



Pour avoir l'équation du lieu demandé , il faut éliminer la tangente 
p entre les équations (4), (5), 

il vient -^ -f^ =1. Telle est l'équation du lieu* 
a b 
On voit que si la quantité constante b est réelle , b* est positif et 
la courbe est une ellipse dont a, 6. sont les demi- axes , e t F, F' 
les foyers; car on a poséc' = ^z'— fe% d'o\ic = \/a'—b\ Si la 
quantité b est imaginaire , alors b* est négatif et l'équation est 

-L — -1 =—4, qui est celle de Thyperbole dont a, b sont les 

b^ à^ 

axes, et F, F les deux foyers puisque c'=£z'+6\ 

Donc la courbe du second d^ré est le lieu des points tels > que 
si de deux points fixes on abaisse des perpendiculaires sur ses tan- 
gentes , le produit de ces lignes est constant, et suivant que ce pro- 
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datt est positif ou négatif, la courbe est ane ellipse ou une hyper- 
bole , dont les foyers sont les deux points fixes. 

38.->On a démontré par le calcul que dans Tellipse la somme 
des deux rayons vecteurs est constante et égale au grand axe. On 
va démontrer que tous les points qui ne sont pas sur cetle courbe i 

ne jouissent point de cette propriété. 

£q effet , soit le point M' hors la courbe , joignons-le aux deux 
foyers, Tun des rayons vecteurs FM' coupe la courbe en M, joi- 
gnons ce point à F'. Du triangle F'MM' on tire F'M < MM' + 
F'M', ajoutons aux deux membres la même quantité FM , il vient 
FM + F'M < MM' + MF + MF' ou < F'M' + FM' ; le point 
M étant sur la courbe , on a FM + FM = 2^ , donc M'F + M'F' 
>2a. Donc la somme des rayons vecteurs aboutissant à un point 
hors la courbe est plus grande que 2a. 

Considérons le point M" à l'intérieur de la courbe > joignons-le Fig. 33. 
à F, F, puis prolongeons M"F jusqu'à la courbe en M , qu'on 
joint au deuxième foyer F'. Du triangle F'M"M on tire F'M" < 
MM" + MF', ajoutant aux deux membres M 'F, U vient FM" + 
M'F' < FM + MM" + M "F ; remarquant que MM" + FM" = 
MF et que MF + MF' = 2a,le point M étant sur la courbe , on 
a 2a > M"F' +M''F. Ainsi pour un point à Tintérieur la somme 
des rayons vecteurs est moindre que 2a. 

Donc Fellipsë est la seule courbe où la somme des deux rayons 
vecteurs est constante et égale au grand axe. 

39. — Cette propriété de Tellipsc permet de la tracer d'une ma- Fig. 35. 
nière continue. 

En effet , aux deux points F, F' choisis pour foyers, on fixe deux 
styles verticaux dans lesquels on passe des anneaux terminant les 
extrémités d'une corde dont la longueur est le grand axe de Tel- 
lipse , puis avec un troisième style on tend parfaitement les deux 
parties de la corde ; dans cette position on fait faire au style une 
révolution complète autour des points F, F' , le style laisse sur le 
plan une empreinte qui est Tellipse dont F, F' sont les foyers. 

40.— -Cette même propriété permet de la construire par points; pig. 35. 
on y parvient en prenant sur le grand axe un point quelconque K ; 
du foyer F' avec BK pour rayon on décrit un arc de cercle s'éten- 
dant au-dessus et au-dessous de la ligne AB, du point F avec AK 
on décrit également un arc de cercle , ces deux arcs vont se 
conper en deux points M, M' qui sont deux points de la courbe ; 
puisque la somme de leurs rayons vecteurs est AB = 2a , ces deux 

s 
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arcs se coupent quel que soit le point K , car la distance de leurs 
centres FF' est moindre que la somme des rayons 2a , et le grand 

rayon BK < AK + FF; en effet, AK=:a — \/ à'^b^ +a, 
BK = 2a — a + \/ a^ — b' — « = ^ -f- [/ a" -^ b' — a, alors 
BK<AK + FF devient 

inégalité qui se réduit à 



fig, 00. 



et qui est toujours satisfaite quelque soit a , c'est-à-dire quelle que 
soit la position du point K entre A et B. La ligne FF' d'après une 
démonstration antérieure est égale à 20F ==t2\/ a* — 6*. 

Avec les mêmes ouvertures de compas, en agissant par rapport 
aux points F, F' comme on l'a fait par rapport à F^ F, on obtiendra 
deux nouveaux points de l'ellipse. 

41.-— Nous venons de voir plusieurs méthodes pour tracer une 
ellipse, on va en donner deux autres qui sont fondées sur cette 
propriété, qu'il n'y a que les points de l'ellipse tels qu'entre ses 
coordonnées et les axes de la courbe il y ait la relation ay^ -|- b'^x' 
= a*b\ 

Première construction. Soient AA', BB' les deux axes de l'ellipse 
qu'on se propose de construire , ainsi 0A= a , OB = 6 ; d'un point 
quelconque F de BB', décrivons un arc de cercle avec a'\-b pour 
rayon qui coupe A A' en deuK points P, F; à partir du point F pre- 
nons FM = ^ = FM', sur FP et FP' les points M, M' seront des 
points de la courbe; en effet, tirons MQ parallèle à A A', des deux 
triangles QFM, MCP, on tire 



MC :FQ::MP' : FMouj- : K«'— a:*:: b: a,d'où^=-V/«*— x 



a 



Donc les points M, M' sont des points appartenant à l'ellipse , dont 
AA', BB' sont les axes. On voit que si FP est une règle sur laquelle 
le point M est tel que FM = /i , FP étant égal à ^ + 6 , et qu'on la 
place de manière à ce que ses extrémités soient situées sur les côtés 
d'un des quatre angles d^'oits formés autour du point 0, les diverses 



Digitized by LjOOQ IC 



Fig. 100. 



DU SECOND OBDRE. 67 

iicms, qa'aura ainsi occupées le point M, seront des points de 
Tellipse demandée. 

Deuxième construction. D'un point quelconque F de BB' , ligne 
sur laquelle se trouve le petit axe, décrivons un arc de cercle avec 
a — ^ pour rayon , qui coupe Taxe AA' en deux, point P, F, tirons 
FP,FP', et sur leurs prolongements à partir du point F, prenons 
FM = FM' = a. Les points M, M' ainsi déterminés appartiennent 
à Tellipsc^ car des deux triangles rectangles semblables FMQ 
PMR, on tire FQ : PR :: FM : PM, ou 

V^a* — or' :x :: a:b, d'oii^=- Va* — x*; 

a 

donc les points M, M' appartiennent à Tellipse cherchée. Il soit 
de là que si on fait mouvoir une règle telle que FP= a — 6 el 
FM = ^3f , de manière à ce que ses deux points F et P soienfsur 
les côtés d'un des quatre angles formés autour du point O, les di- 
verses positions du point M donneront autant de points de l'ellipse 
ayant AA', BB' pour axes. 

43. —Les méthodes que nous venons d'exposer pour construire 
une ellipse , montrent que cette courbe n*est qu'un cas particulier 
d'un genre de courbes auxquelles on donne le nom de Lcmniscates. 
On va définir ces courbes et démontrer leur propriété fon4amentale, 
qui va nous servir à donner une méthode nouvelle pour construire 
la normale et la tangente à lellipse en un point de cette courbe. 

Lemniscates. 

Lorsqu'une droite AA\ de longueur invariable, se meut de Flg. ici. 
manière que ses extrémités A, A' s'appuient constamment sur deux 
lignes ABC et A'B'C que l'on nomme Directrices, un point quel- 
conque a de cetie droite ou de son prolongement engendre une 
courbe abc que Ton désigne sous le nom de Lemniscate. 

Pour obtenir un point de cette courbe, d'un centre M pris à 
volonté sur Tune des directrices, ABC, avec A A' pour rayon, on 
décrit un^grc qui coupe Vautre directrice en N; on tire MN et on 
prend MP = A^f ; le point P appartient à la lemniscate. 

Soit O le point de concours des normales aux directrices en M 
et N ; joignons les points M, P, N au point ,• concevons le triangle 
NOM solidifié et mobile autour du point O , si on le fait tourner 

5' 
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autour de ce point de manière à ce que Fangle décrit par le côté 
OM soit infiniment petit, il prendra la position M'ON', les points 
M',N' appartiendront encore aux directrices, puisque les arcs 
décrits par ces points sont infiniment petits , et que leur rayons 
sont normaux aux directrices; il suit de là que la nouvelle position 
F du point P est sur la lemniscafe ; donc rélément de cette courbe 
PP' est perpendiculaire sur le rayon OP puisqu'il fait partie d'un 
arc de cercle , c'est-à-dire qi^e la ligne OP est la normale à la lem- 
niscate au point P. De là ce théorème général à l'aide duquel on 
pourra construire la normale et la tangente à une lemnisc^te quel- 
conque. Les normales des deux directrices aux extrémités de la 
droite de longueur constante et celle de la lemniscate au point cor- 
respondant concourent toutes les trois au même point. 

♦4..— D'après ce qu'on vient d'exposer, on voit que l'ellipse est 
une lemniscate, dont les deux directrices sont deux lignes perpen- 
diculaires entre elles. 

Fig. 09. ^^^^ Ift première méthode pour construire la courbe , les deux 
directrices sont A A', BB^ lignes sur lesquelles se trouvent les axes ; 
la ligne de longueur constante FP est la demi -somme des axes, et 
le point générateur M est situé entre les deux extrémités de la 
ligne de longueur constante, ainsi FP = /jt-f 6, FM=fl. Pour 
avoir la normale en M à l'ellipse , il faut élever en F et P des per- 
pendiculaires aux directrices BB' et AA', ces lignes en se coupant 
en O' donnent la ligne O^M qui est la ligne demandée. 

Fig 100. ^*°s ^® second procédé , la ligne de longueur constante est FP = 
a — ^ , et le point générateur est M, tel que FM = ^ ; on voit que 
les deux procédés ne diffèrent qu'en ce que dans le premier la ligne 
constante est la demi-somme des axes, et que dans le second elle 
est la demi-différence , puis ensuite que le point générateur est 
entre les deux directrices , tandis que dans le second il est en dehors. 
Pour avoir la normale dans la seconde construction il faut agir 
comme dans la première, en sorte que O'M est la normale au point 
M dans l'ellipse. 

pj„ 102. 45.— Supposons qu*on donne la courbe tracée et qu'on demande 
la normale en un point donné sur cette courbe. Pour résoudre la 
question, tirons les axes de l'ellipse, soient AA', BB'.<d>tt point 
donné M , décrivons un arc de cercle avec O A = a pour rayon , 
soient P, P' les points où il coupe le petit axe BB' et son prolonge- 
ment, tirons les lignes PMQ, FQ'M, on détermine ainsi les deux 
lignes de longueur constante PQ, PQ' dont on a parlé précédcm- 
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meut , ea sorle qu'en élevant les perpendiculaires PO, QO à BB' et 
à AA', on a à lenr intersection en un second point de la normale; 
ainsi OM est la ligne demandée ; de même en menant les perpen- 
diculaires FO', QW on a en O un troisième point de la normale, 
ainsi les trpis points O, M, O' sont en ligne droite. De là naît le 
théorème suivant : Dans une ellipse , si par un de ses points on tire 
deux sécantes, telles que leur partie comprise entre le petit axe ou 
son prolongement et le point en question soit égale au demi- grand 
axe, les perpendiculaires aux axes aux points où chacune d'elles 
coupe les axes ou leur prolongement, déterminent en se coupant 
deux points, qui, joints Fun à l'autre, donnent une ligne nor- 
male à Tellipse au point donné. 

Jusqu'ici il n'a point été question de la tangente, mais il est évi- 
dent que le procédé indiqué donnant la normale en un point pris 
sur l'ellipse , donne en même temps la tangente en ce point. 

46.— Dans l'ellipse les deux rayons vecteurs qui aboutissent au Fig. 33. 
point de contact d'une tangente faisant avec elle des angles égaux , 
il s'ensuit que la normale en ce point divise l'angle des deux rayons 
vecteurs en deux parties égales , ainsi les angles NMF, NMF' sont 
égaux; donc la normale divise l'intervalle qui sépare les deux 
foyers en parties proportionnelles aux rayons vecteurs adjacents , 
en sorle qu'on a , quel que soit le point M pris sur la courbe , NF : 
NF :: FM : MF. 

47.— Dans l'hyperbole la tangente MT divise l'angle des rayons Flg. 34. 
lecteurs en deux parties égales, par conséquent la ligne FF', dis- 
tance des foyers , est divisée en parties proportionnelles à MF , 
MF', en sorte qu'on a FN : F'N :: MF : MF'. Donc dans l'hyper- < 
bole la tangente divise la distance des foyers en parties propor- * 
iionnelles aux rayons vecteurs adjacents allant aboutir au point de 
contact de la tangente. 

48.— Nous allons démontrer qu'il n'y a dans le plan que les 
points de l'hyperbole pour lesquels la différence des rayons est 
égale au premier axe. 

Soit M un point hors de la courbe, tirons FM, F'M, la ligne 
FM coupe la courbe en M' pour lequel on a F'M' — FM'=^a, Du 
triangle F'M'M on tire FM < FM' + MM' ou F'M-MM' < FM', 
retranchant des deux membres FM', on a FM— MM' — FM' < 
FM'— FM' ou F'M — FM<2^î donc pour tout point hors la 
courbe la différence des rayons vecteurs est moindre que 2a. 
Prenons un point dans l'intérieur, dans la courbe , soit M". Tir Fig. 36. 
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rons FM", F'M", et prolongeons FM" jusqu'à la courbe en M' et 
^ enfin joignons M' à F'. Du triangle FM'M" on déduit F'M' < 
MW+F'M" ou FM'- MM" < F'M". Si on retranche des deux 
membres FM", Vinégalité ne change pas, conséquemment on a 
F'M' - (M'M" + FM") < F'M" - FM", ou 2a < F'M" - FM". 
Donc si un point est à l'intérieur de la courbe , la différence de ses 
rayons vecteurs est plus grande que 2a. Ainsi l'hyperbole est la 
seule courbe plane où la différence des rayons soit constante et 
égale à Taxe transverse. 

49.— De cette propriété on va déduire une méthode pour con- 
struire la courbe par points. Soient F, F' les deux foyers, AB 
Taxe transverse. Prenons sur Ax une longueur quelconque AK, 
du point F' avec AK pour rayon , décrivons un arc de cercle qui 
s'étende au-dessus et au-dessous de AB ; du point F avec BK pour 
rayon décrivons un second arc de cercle, qui , coupant le premier 
en deux points M', M'„ donne deux points de l'hyperbole, puisque 
la différence de leurs rayons vecteurs est 2a=zAB. Les deux, arcs 
de cercle se coupent, car le premier rayon est AB+BK=:2ûj4' 
fiK, le second est BK , donc leur somme est 2a -f- 2BK ; or la dis- 
Fig. 36. tance des centres est 2^ + 2BF, ainsi tant que BK est > BF, c'est- 
à-dire tant que le point K est pris au delà du foyer la distance des 
centres est moindre que la somme des deux rayons. Le grand 
rayon étant 2^ + BK est moindre que 2a-}-BK-f2BF, c'est-à- 
dire moindre que la somme du petit rayon et de la ligne des cen- 
tres. Donc les arcs de cercle se coupent toujours en deux poinis. 
Pour BK = BF ils seraient tangents et on aurait le point B ; pour 
BK < BF ils ne se couperaient pas. Donc tant que le point K est 
pris au delà du point F les deux arcs donnent deux points de l'hy- 
perbole. Agissant avec les mêmes ouvertures de compas par. rap- 
port à F', F comme on l'a fait pour F, F', on déterminera deux 
nouveaux points; ainsi on peut dire qu'à chaque opéra tion> comme 
pour l'ellipse, on détermine quatre points de la courbe. 

50.— On peut , en se basant sur la propriété des rayons vecteurs, 
décrire une hyperbole d'un trait continu. 

Pour cela au foyer F' fixons une règle, puis en F plaçons l'ori- 
gine d'un cordeau dont l'extrémité placée sur FM' soit telle que 
F'M' — FM' = 2a, Alors faisant tourner la règle autour du point 
F'y et en même temps an moyen d'un anneau glissant le long de la 
règle à partir du point M' vers F', appliquons le cordeau sur F'M'. 
Il est clair qu'à chaque déplacement du style, on retranche de FM', 
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FM' des loDgaeurs égales, donc la différence des rayons vecteurs 
restant la même, c'est-à-dire 2a , la suite des points qu'on obtient ^îs- 36. 
est une hyperbole. En agissant ainsi on ne peut avoir que la partie 
sopérieure à AB de la première branche , mais en recommençant 
Fopà'ation en dessous de AB on aura la seconde partie. La seconde 
braoche s'obtient en agissant par rapport à F comme on Fa fait 
ponr F. Plus la règle dont on se sert est longue, plus l'hyperbole 
vst étendue. 

Des propriétés des rayons vecteurs relativement aux tangentes 
on va déduire une méthode pour construire ces lignes dans chaque 
courbe. 



CONSTRUCTION GRAPHIQUE DES TANGENTES. 

Ellipse. 

51. — Considérons le cas où le point donné est sur la courbe en 
D, joignons D à F et F, puis prolongeons DP' d'une longueur 
DP= DF, ou plutôt du point F' avec 2a pour rayon décrivons une 
circonférence, et du point D avec BF décrivons-en une seconde, 
ces deux lignes sont tangentes , car on a DF + BF' = 2a , donc 
DF'=PF' — DF. Joignons P à F, et du point D abaissons une 
perpendiculaire sur PF, la ligne TT' qu'on obtient est la tangente 
demandée.; Car le triangle PDF étant isocèle et TT' étant perpen- . 
dicnlaire sur sa base, les angles T'DP, T'DF sont égaux , or 
rDP= TDF', donc rDF==TDF'. Ge qui prouve que TT' fait ^^ 3. 
avec les rayons vecteurs des angles égaux. Par le calcul on a dé- 
montré que tous les points d'une tangente sont hors la courbe , on 
va de nouveau le prouver par des considérations géométriques. 

Soit Q un point sur la tangente , tirons les lignes QP, QF, QF. 
Du triangle PQF' on déduit PF < OP + QF', mais QP = QF 
puisque TT' est perpendiculaire sur le milieu de PF. Donc QF' 4" 
QF > PF ou QF + QF' > 2a. Donc tous les points de la tangente , 
hormis le point de contact , sont hors l'ellipse. 

52.— Supposons le point donné hors la courbe en T. Le procédé p,g 35 
est semblable à celui suivi dans le premier cas. Du foyer le plus 
distant du point donné, F', décrivons avec 2a pour rayon une cir- 
conférence , et du point T avec TF pour rayon décrivons-en une 

5** 
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seconde : ces deax lignes vont se couper quelle que soit la position 
du point T hors l'ellipse. Car on aura toujours le triangle TFF', 
dans lequel TF' est la ligne des centres , et d'où on tire TF'<1 
TF + FF et à fortiori TF < 2a 4 TF , mais 2a, TF sont les deux 
rayons. Donc la ligne des centres est moindre que la somme des 
deux rayons. Du même triangle on tire TF < FF'+ TF', et alors 
T < 2a + TF'. Donc un des rayons TF est moindre que la somme 
faite de la ligne des centres et du second rayon. Enfin le point donné 
étant hors la courbe, on a 2a <CTF + TF', c'est-à-dire que le 
second rayon est moindre que la somme de la ligne des centres et 
du premier rayon. Donc les circonférences se coupent toujours en 
deux points. Pour qu'elles ne se coupent qu'en un seul il faut que 
TF' -|- TF = 2a, c'est-à-dire que le point T soit sur la courbe ; 
elles ne se coupent point si TF + TF > 2a, c'est-à-dire si le point 
donné est à l'intérieur de l'ellipse. Soient £, F les points où les 
deux circonférences se coupent. Joignons E à F et F', puis du point 
donné T abaissons une perpendiculaire sur la ligne EF la plus voi- 
sine de T; soit TT\ cette ligne est la tangente demandée, et son 
point de contact est celui où TT' coupe EF'. Car joignons D à F, 
DF = DE, puisque T étant à égale distance de E et F, la ligne 
TT' est perpendiculaire sur le milieu de EF, en outre EF = DF + 
DF' = 2a. Donc le point D est sur l'ellipse. Les angles TDE, TDF 
étant égaux, T'DF' = TDF, donc TT' fait avec les rayons vecteurs 
d'un point pris sur la courbe des angles égaux, donc elle est tan- 
gente. Joignant £' aux deux foyers, et abaissant sur la plus voi- 
sine des deux lignes obtenues une perpendiculaire du point T, on 
aura une seconde tangente. Ainsi on voit que d'un point hors l'el- 
lipse il y a toujours deux tangentes à cette courbe, mais deux seu- 
lement. 

Hyperbole. 

Fig. 39. 'JS. — Soit 1) un point pris sur la courbe, désignons par F, F' les 
deux foyers, et joignons-les au point D. Du point donné comme 
centre avec le plus petit rayon vecteur décrivons un arc de cercle 
coupant DF en E. Si on joint E à F et que du point D on |abaisse 
une perpendiculaire sur EF' la ligne TD obtenue est la tangente 
cherchée. En efifet , les angles TDF', T'DF sont égaux , puisque le 
triangle EFD étant isocèle, la ligne TD est perpendiculaire sur sa 
base. DoncTD fait les rayons vecteurs des angles égaux, donc elle 
est tangente au point donné D. 
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GoosidérODS un de ses poinis T, joignons-le à E, F, F'. TT élant 
perpendicalaîre sur le miliea de £F', on a TE = TF'. Du triangle 
TFE on tire TF < EF + ET ou TF — ET < EF, mais le point D 
élant sur la coarbe , EF = DF — «F = 2a, en outre TE = TF'. 
Dooc TF — TF' < 2a. Ainsi tous les points de la tangente, hormis 
le point de contact, sont hors de Thyperbole. 

5i.— Supposons le point donné extérieur à la courbe, soit T. De 
ce point avec le plus petit rayon TF décrivons une circonférence, 
et de l'autre foyer F' avec 2a pour rayon décrivons-en une seconde; 
ces denx courbes se coupent en deux points E, E'. Considérons l'un 
d'eux E, et joignons-le aux foyers. Si du point T on abaisse TT' ptg. iio. 
sur EF perpendiculairement, cette ligne est la tangente demandée. 
Son point de contact est à Tintersection de son prolongement avec 
le second rayon vecteur EF' en D. Car DF = ED et DF' — DE = 
DF' — DF = EF'==2a. Ainsi pour le point D la différence de ses 
rayons vecteurs est 2â, donc il est sur l'hyperbole. Maintenant 
TT' est une tangente, puisque les angles TDF, T'DF' sont égaux, 
cette ligne étant perpendiculaire sur le milieu de EF. 

On a admis que les deux circonférences se coupaient , cette hy- 
pothèse nous reste à démontrer* 

Le point donné T étant hors la courbe , on a TF' — TF < 2a ou 
TF <C 2a -f- TF, donc la ligne des centres est moindre que ja 
somme des deux rayons. Le point T ayant été supposé plus près de 
F que de F', TF < TF' et à fortiori TF' < 2a + TF', donc le 
rayon TF est plus petit que la somme de la ligne des centre» 
et de l'autre rayon. En outre, quel que soit le point T, on a 
toujours 2a < TF' + TF, c'est-à-dire le second rayon moindre que 
la somme de la ligne des centres et du premier rayon. Donc toutes 
les fois que le point est hors la courbe, les circonférences se coupent 
en deux points qui fournissent deux tangentes passant par le point 
donné. Si TF ~ TF = 2a , les circonférences sont tangentes exté- 
rieurement, et il n'y a qu'une tangente, c'est l'hypothèse où le 
point dopné est sur la courbe. Enfln si TF' — TF > 2a, la ligne 
des centres est.plus grande que la somme des deux rayons , les cir- 
conférences alors ne se rencontrent pas , et il n'y a pas alors de tan- 
gente y dans ce cas le point est à l'intérieur de l'hyperbole. 

Parabole. 

55. — Prenons un point D sur la courbe, et tirons ses deux rayons 
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vecteurs , Tun d'eux est comme on le sait inflni , puisque le second 
foyer est situé à une distance infinie sur la ligne Ax. Du point 
donné avec le plus petit rayon vecteur DF décrivons une circon- 
férence, cette courbe coupe le second rayon vecteur prolongé en E. 
Joignons E à F et abaissons DT perpendiculairement sur EF , on a 
dans DT la tangente demandée ; car le triangle EDF étant isocèle 
et TD étant perpendiculaire sur sa base, les angles TDE, TDFsont 
Fig 41. égaux. Donc TD est la tangente à la parabole au point donné. 

Pour démontrer que tous les points de la tangente sont hors la 
courbe à l'exception du point de contact , à partir du point A sur 
Ax' prenons AH = AF, puis menons HH' parallèlement à A^. La 
ligne ainsi obtenue est la directrice. Considérons le point P pris sur 
la tangente, et joignons-le à F et E. Puisque DE = DF le point E 
est sur la directrice HH'. Abaissons la perpendiculaire PK sur HH', 
on a PK < PE, or PE = PF , la ligne PD étant perpendiculaire au 
milieu de EF, Tinégalité devient PK < PF. Donc tous les points 
de la tangente , à l'exception du point de contact, sont hors de la 
parabole. 

56.— Considérons maintenant un point T hors de la parabole, et 
menons de ce point une tangente à la courbe. 

bu point T avec TF pour rayon décrivons une circonférence , 
cttte courbe coupe la directrice HH' en deux points E , F puisque 
Tétant hors de la courbe, on a la perpendiculaire TK << TF. Joi- 
gnons E aux deux foyers , l'un des rayons vecteurs EK' est paral- 
lèle à Aj7, et abaissons sur EF la perpendiculaire TD ,1e point où 
elle coupe ER est le point dé contact de la tangente qu'on va prouver 
I g. ii2. ^^^^ TD. En effet, si on joint D au foyer F, on a DF = DE, puisque 
la ligne TD est perpendiculaire sur le milieu de EF, les lignes TE, 
FT étant par construction égales. Donc le point appartient à la 
parabole. Maintenant les angles TDE, TDF que fait TD avec les 
rayons vecteurs aboutissant en D sont égaux , donc TD est la tan- 
gente demandée. 

Le point E' fournirait une seconde tangente passant pai; le point 
T. Donc d'un point hors de la parabole on peut mener à cette courbe 
deux tangentes- 

On voit facilement que l'existence des tangentes repose sur l'in- 
tersection de la circonférence TF avec la directrice , examinons ce 
qui peut arriver. 

Si TK est < TF il y a deux tangentes , c'est le cas supposé ci- 
dessus. Si TK = TF, la circonférence e^ tangente à HH' et alors il 
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n'y a qu'âne tangente « cette hypothèse est celle du point sur la 
courbe. Si TK > TF, la ligne HH' n'est pas coupée par la circon- 
férence et il n'y a point de tangente, par cette hypothèse le point 
T est dans Tintérieur de la parabole. Ainsi donc par un point hors 
la courbe il passe deux tangentes , une seule s'il est sur la courbe , 
et aucune s'il est à l'intérieur. 

57.— On reconnaît facilement que les procédés pour construire 
graphiquement les tangentes à l'ellipse et à l'hyperbole sont les 
mêmes, la parabole au premier coup d'œil semble exiger des pro- 
cédés différents j on va montrer qu'ils sont identiques aux précé* 



Dans les courbes à centre, du foyer le plus éloigné du point donné 
on décrit une circonférence avec 2a pour rayon , or dans la para- 
bole a=c>c, donc cette courbe est une droite ; il faut prouver de 
. plus qu'elle est directrice , et il sera démontré que pour mener des 
tangentes à la parabole les procédés sont les mêmes que pour les 
autres courbes. En effet , supposons que ce soit le foyer F qui reste 
Gxe, le foyer F' va s'éloigner de plus en plus du sommet A, la cir- 
conférence décrite de F avec 2a pour rayon coupera toujours Ax 
au delà du sommet A à une distance égale à AF, cela tient à ce 
que les foyers sont à égale distance des sommets qui leur correspon- 
dent. Mais à mesure que l'axe a croit , la circonférence s'approche 
plus d'une ligne droite perpendiculaire à Ax, euGn pour a=oc;, le 
rayon 2a=oc et la courbe devient une perpendiculaire à Ax coupant 
cette ligne à une distance de A égale à AF j or à cette limite l'ellipse 
est devenue une parabole, donc la directrice dans cette courbe est 
la circonférence décrite du foyer le plus éloigné avec 2a pour 
rayon. Ainsi les mêmes méthodes exposées pour les trois courbes, 
relativement à la construction des tangentes, sont semblables. 

58. — Si dans les courbes du second degré on abaisse des foyers, 
des perpendiculaires sur les tangentes , leurs pieds sont sur une cir- 
conférence dont le centre est celui de la courbe, et le rayon le 
demi-axe sur lequel sont les foyers. 

59.— Considérons l'ellipse. On a prouvé que FP était perpendi- 
culaire sur la tangente DT, en conséquence joignons son pied I au 
centre. Les points Ô et I étant les milieux de FF' et FP, on a 

1 1 

01 = - PF' = - (DF+DF), mais le point D étant sur la courbe , Fig. 37.. 

DF-f DF=:2^, donc 01 = a. Ainsi la distance du pied de la per- 
pendiculaire au centre est constante et égale au demi-grand axe. 
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60.— Dans Thyperbole on a démontré que EF' est perpendicu- 
laire sur DT, et en outre que le pied I delà perpendiculaire est le 
milieu de £F'. En conséquence si on joint le centre O à I, le point 

1 DF— DP' 

Fig. 39. O étant le milieu de FF, on a 01 = - EF, or EF=r = a 

2 2 

puisque le point est sur l'hyperbole. Donc 01 =a, c'est ce qu'il 
fallait prouver. 

61 . — Considérons enfin la parabole. 

La ligne EF est perpendiculaire sur la tangente DT, en outre I 

Fig. 41. est au milieu de EF, or le point A étant le milieu de HF, la ligne 

hy doit passer au milieu de EF, c'est-à-dire en I. Donc dans la 

parabole les pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur les 

tangentes sont sur la tangente au sommet. 

62.— Cette propriété des foyers qu'on vient de démontrer parla 
géométrie se démontre de la manière suivante pour les trois courbes 
simultanément. 

Pour la démontrer, cherchons le lieu des pieds des perpendicu- 
laires abaissées des foyers sur les tangentes. L'équation de la tan- 
gente au point {3c\y) delà courbe étant ^y=/wxj/+/i (jr+j/j, 
celle de la perpendiculaire abaissée d'un des foyers sera y — ^ = 

""•^ — (a:— a). Or les coordonnées des foyers sont a=- — 



p=0. Doac l'équation des perpendicalaires abaissées des foyers 
sera^= — rr— (^ — . V 

(1) j^'=mx'+p(a7+j?'), (2) y"=mx>'-\-^px'. 



/WJ 



En faisant exister simultanément les équations (1), (2), (3), on 
exprime que x^ y sont les coordonnées du pied de la perpendi- 
culaire et en outre que le point (x\ y) est sur la courbe. 

Eliminant x\y entre les équations (1) , (2) , (3), l'équation résul- 
tante en x^ y sera le lieu demandé. 

Posons pour abréger 



1 + V/1 + , 
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et résolvons les équations (1), (2) par rapport à x\y , on a 

p {y" + x" — c^) 



X 



w Cr* + jc" — ex) -f /? (x — c), 



/= ""^ 



m {y -^r x"" — ex) -{- p(,x •-^ c). 
Transportant ces yaleurs dans l'équation (3), il Tient 

[m(j^'+a:^ - ex) -|-/;{x~c)r [m i^'+x^ - ex)+p{x -c)]* 

y -{- X* — ex 



2pV 



i{y + x^ — ex) +/) (x — c)' 



réduisant tous les termes au même dénominateur et le supprimant, 
Véquation devient 

pY '=m{y + x'^ cxy f ^ 2p* {y + x' - ex) 
[m (y + jc' - ex) +p (X - c)]. 

Si on pose M z=y — ex + -2:% et qu'on effectue les calculs indi- 
qués , puis qu'on divise les deux membres par y, il vient 

py = Wm— 2/nM'- 2p(x - c)M, 

équation qui se réduit à pY = ~ mW — 2p (x — c) M ; remet- 
tant à la place de M sa valeur, on a 

py + "^(y+ ^' - cx)' + 2/i(x -c)Cr' + x* - ex) = 0; 

effectuant , dans le premier membre de cette équation , les calculs 
indiqués et ordonnant par rapport à la lettre e , il vient 

e' ( mx* + 2/ix) + c /— 2mxy* — 4/;x* — 2mx^\ +/>y + 

[-^py ) 

+ m (^ + j:7 + 2/y^'x + 2/1x3= 0, 



ou 



c* (mx* -f 2px) — 2c [ X {my -j- mx* + 2/ix) — /?r' ] + 

+ m(y^x^y + 2px(x^ + x^)+py=o^ 



Digitized by LjOOQ IC 



78 TRAITE DES LIGNES 

Il faat maintenant exprimer p* en fonction de m, c ; on a posé 

l+V/l + /w' 
alors 

p'' = e[\ + 1 +//* + 2 V/l+w)=/nc' + 2c'(l + V/l+w)i 

or, de la même égalité ou tire 

donc 

remplaçant p' par sa valeur dans Téquation, on a 

e (mx* + 2px) +c[x (my -j- mx* + ^px) — 2r>^' ] -f 

simplifiant et ordonnant par rapport à c , il vient 

c' {my + /no:' -|- 2/?j:) — 2cx (my -|- m x* -|- 2|pj:^) + 
+ (m:r- + wy + 2pj:) (^ + x^) =^ 0. 

On voit que y m + mx* + 2pa: est facteur commun à tous les 
termes , en conséquence Téquation peut se mettre sous la forme 

(my + mx* + 2p:c) [y* J{.x* + c* - 2cx) = , 
ou 

{my + mx* + ^px) [y + ( x*-^c)*] = 0. 

Dans cette équation le second facteur étant essentiellement posi- 
tif puisqu'il est la somme de deux carrés, pour qu'elle soit satis- 
faite il faut poser le premier facteur égal à zéro , ce qui donne enfin 
pour l'équation du lieu cherché 

m 
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On Yoit que ce lieu est une circonférence dont le centre a pour 

p 
ordonnée ^ = 0, et pour abscisse j: = — —, ce qui donne le 

centre de la courbe^" -j- mx" + âpx = 0. On voit en outre que le 

rayon de cette circonférence est — — = a , et que cette courbe 

passe à l'origine des coordonnées ; ce qui devait être , puisque ce 
point est le pied de la perpendiculaire abaissée du foyer sur la tan- 
gente au sommet , origine des axes de coordonnées. 

Le lieu trouvé ne contenant point la lettre c , il s'ensuit qu'il est 
encore le lieu des perpendiculaires abaissées du second foyer sur 
les tangentes. 

Donc si dans une courbe du second degré à centre on abaisse des 
foyers des perpendiculaires snr les tangentes , le lieu des pieds de 
ces perpendiculaires est une circonférence dont le centre est celui 
de la courbe , et dont le rayon est la moitié, du grand axe de la 
courbe si elle est une ellipse , ou la moitié de l'axe transverse si 
c'est une byperbole. 

Supposons 771 = , c'est-à-dire la courbe être une parabole , le 
lieu se réduit à ^px = 0, ou ^ = ; ce qui donne l'axe des^. 
Donc dans la paraî)ole le lieu des pieds des perpendiculaires abais- 
sées du foyer sur les tangentes est l'axe des j<. 

Les propriétés qu'on vient d'exposer pour les courbes du second 
degré permettent de les construire. On va considérer chaque courbe 
séparément. 

Ellipse. 

63.— Soient AA', BB' les deux axes qu'il faut construire , déter- 
minons les deux foyers F, F'. Sur le grand A A' comme diamètre une 
circonférence , cette courbe est le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées des foyers sur les tangentes. En conséquence , si par le 
foyer F on mène une suite de lignes droites coupant la circonfé- 
rence en m^ m\ fd\ Trê^\ m}", et qu'en ces points on élève aux lignes 

Fm, Fm', Fm'\ F/»"' , les perpendiculaires mp^ mlff^ m'y , 

ces dernières seront des tangentes à Tellipse. Si les points m, m\ 
^\ m"' étaient pris à des distances infiniment petites les uns des 

autres, les perpendiculaires mp, m^p\ ml^pf^ en se coupant 

détermineraient tons les éléments de la courbe; mais comme les 
opérations graphiques ne permettent pas de prendre les points m, 
^\ ^" tellement situés , on est obligé de les prendre aussi rap- 



Fig. 69. 
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proches que possible , et on détermine l'ellipse par cette condition 

d'être tangente aux lignes mp^ nip\ /w"/i", m'"/i'" La courbe 

par ce procédé se trace aisément. 

Hyperbole, 

64.— Soit A A' Taxe trausverse de l'hyperbole; sur cette ligne 
comme diamètre décrivons une circonférence , et prenons sur cette 
dernière courbe les points m, m!, m!\ m"\ my^ aussi rappro- 
chés que possible. Joignons Tun des foyers F, à ces points, et aux 
Fig. 70. ligïics wF, m'F', /w"F", w'"F*' élevons des perpendiculaires en m, 

m\ 7n!\ m"\ soient mp, nip^ m^'p\ m'"i)'" , ces lignes sont 

tangentes à l'hyperbole , alors en traçant une ligne qui soit tangente 

à mpy m'p\ m"p"y on détermine l'hyperbole. Pour ne pas mettre 

de confusion dans cette construction , on se sert du foyer F pour 
déterminer les parties au-dessus de Taxe AA', et du foyer F' pour 
obtenir les autres parties de la courbe. Cette disposition doit être 
également suivie pour l'ellipse. 

Parabole, 

65.— Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du foyer 
sur les tangentes étant la tangente au sommet de la parabole , il 
suflSt de prendre sur cette ligne j^Ay une suite de points m, m\ Tri\ 

w'" aussi rapprochés qu'il est possible, et d'élever en ces points 

Rg. 71. des perpendiculaires aux lignes qui joignent m, w', m", /»"' au 

foyer F de la courbe. Les lignes mp^ vfip\ ni!^^ qu'on obtient 

ainsi sont des tangentes , alors il suffit de décrire une courbe qui 
soit tangente à toutes ces lignes , et on a ainsi la parabole deman- 
dée. Si les points m, m\ m" pouvaient être pris infiniment voi- 
sins , les tangentes en se coupant détermineraient des éléments de 
la courbe, et on aurait immédiatement, dans la série de ces élé- 
ments , la parabole. 

66.— Par des considérations géométriques on a été conduit à 
conclure qu'il n'y a que les points d'une ellipse pour lesquels la 
somme des rayons vecteurs est constante et égale au grand axe, 
puis ensuite qu'il n'y a que ceux de Thyperbole pour lesquels la 
différence des rayons vecteurs soit constante et égale à l'axe trans- 
. verse. On va maintenant démontrer ces mêmes propriétés des 
foyers par le calcul. 
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67.— Considérons d'abord l'ellipse. 

Soient F, F' les deax points fixes donnés , il faut trouver le Hea Fig. 43. 
des points tels que la somme de leurs distances à F, F soit constante 
et égale à 2a, Posons FF' = 2c , puis prenons pour axe des x la 
ligne FF' et pour axe des j^ une perpendiculaire au milieu de FF'. 
Soit P un point du lieu, alors PF = ^z + 2 et PF = a — z ; 
soient x, y ses coordonnées ; on voit que le point P doit se trouver 
sur une circonférence dont le centre est en F et dont le rayon est 
a-\-z^ son équation est alors ^' -|- (x — c)* = (ût -f- z)' ; le même 
point P se trouve encore sur une circonférence dont le centre est 
en F' et dont le rayon est ^x -— « i celte circonférence a pour équa- 
tion/* 4- (c + x^ = (a — 2)'. Ainsi le point P se trouvant à la 
fois sar ces deux courbes est leur intersection ; donc si on fait 
exister simultanément les équations (1), (2), 

(1) f + (c-^xy = {a^z)\ 

(2) r*4-(c + ^r=(^~^)% 

x^y désigneront les coordonnées du point P $ si entre ces deux 
équations on élimine z, on aura dans Féquation résultante en x^y 
la relation qui existe entre les coordonnées d'un point quelconque 
P, tel que PF + PF' = 2a,- q5 sera alors l'équation du lieu 
cherché. 
Retranchant ces deux équations membres à membres, il vient 

ex 
kcx = 4az ou z = — . 
a 

Remplaçant z par sa valeur dans l'équation (1) , on a 
y + c* -j- x* — 2cx= a* -\ j- + 2cx; 

simplifiant et réduisant tous les termes ao même dénominateur, il 
vient 

ay + x'{a' -~ c*) + a* (c* — a*) = 0. 

a* — c* = b\ on a 

ay 4- b*x' = a'h\ 
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Ainsi on voit que le lieu cherché est une ellipse dont le grand 
axe 2û se trouve sur la ligne FF', et dont le centre est au milieu de 
FF', puis enfin dont F, F sont les foyers, puisque leurs coordonnées 

sont^ = et j: == zh V/ ^' — ^*- 

Donc le lieu des points tels que la somme de leurs distances à 
deux points fixes soit constante, est une ellipse. 
68.— Considérons le deuxième cas relatif à Fhyperbole. 
Fig. 34. Soient F, F' les deux points fixes donnés , prenons pour axe des 
X, FF', cl pour axe des j^ , ky perpendiculaire au milieu de FF'. 
Soit P un des points du lieu demandé, alors PF' — PF = 2a, ce 
qui donne PF = ;8 -f a , PF' = z — a. Donc le point P sera à Fin- 
tersection des circonférences dont (1), (2) sont les équations 

(1) y^{c^xy = {z^ay 

(2) y + (c+x)-=(z+ar. 

Faisant exister simultanément ces équations , x, y désigneront les 
coordonnées du point P; éliminant z, l'équation résultante sera 
celle du lieu demandé. 
Retranchons ces équations membres à membres , on a 

ex 
^cx = 4az , ,d où z = — j 
a 

remplaçant z par sa valeur dans Téquation (1) , il vient 

yj^c'J^x*'- 2cx = —r 4- a* — 2cx, 

CL 

équation qu'on peut mettre sous la forme 

Remarquant que a < c, on peut poser 6' = c' — a% alors Téqua- 
tion du lieu devient 

ay — b'x' = — à'b\ 

Ainsi on voit que le lieu de tons les points tels que la différence 
de leurs distances à deux points fixes soit constante , est une hyper- 
bole dont les deux points fixes sont les foyers , et le premier axe la 
différence constante des rayons vecteurs. 
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Des directrices. 

69.— On appelle directrice une ligne telle que les distances d'an 
point quelconque de la courbe à cette droite et à un point fixe sont 
dansuD rapport constant. 

La détermination de la directrice dans une courbe du second 
degré exige celle du point fixe , et celle du rapport constant. 

L'équation de la courbe est^' := mx^ + %'*^> ^^^lle de la droite 
sera de la forme j: = Af -f* ^- Soient a , p les coordonnées du point 
fixe , et Kle rapport constant. 

La distance d'un point de la courbe à la directrice est 

^- 1+A" ' 
celle du même point au point fixe est 

Exprimons que le point {x^y) est sur la courbe en remplaçante^ 
par sa valeur^ = [/mx* -j- ^px , il vient 

Alors la condition pour que la ligne x = A^ -j- B soit directrice, est 

x\\ + m)^^x(p^a)^^^\/mx'+^p x + a^ + f ... 
A = ; (1) 

î:p^(x-A^-B)- 

réduisant tous les termes au même dénominateur, l'équation (1) 
devient 

R'(x ~ Aj^ - B)' = ( i + A')[j:' (l + m) +2^: (i^~«)- 

— 2p V/^nJ^ + 2/>J? + a + M, 
ou 



K'(;c - Al/m^e-f 2/;x - B)' = (1 + A*) [x* (l 4. m) + 
+ 2jc(jP'— a) — 2p \/mx*+2px+ a+p']. 
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Le premier membre est un carré, donc il faut que le second le 
soit, ce qui exige que les deux facteurs dont il se compose soient 
des carrés ; or 1 -{- A' ne P^at être un carré , A étant une quantité 
réelle, que si A = 0. Ainsi l'équation de la ligne x = Aj^ -f B se 
réduit à j: = B , c'est-à-dire que s'il y a une directrice elle est 
parallèle à Taxe des^. La valeur A = O ramène Féquation (1) à 

K» (j: - B)' = x' (1 + m) -j- 207 (/; - a) — . 

- 2p \/mx'-\'2px + a" + p*. (2) 

Le second membre devant être rationnel quel que soit x , ne peut 
l'être qu'à la condition de p = 0. Ainsi le point fixe se trouve sur 
l'axe, des x. 

L'équation (2) devient 

K'{x - B)' = j:' (1 -l-m) + 2x (;?-«)+ a\ (3) 

L'expression x* (1 -f- ''») H- 2j: (/? — a) + a* devant être un carré , 
donne l'égalité «' (t -f- w) = (/? — a)*, d'où on tire 



Donc les coordonnées du point fixe sont 

_ p 



P = 0, «; 



A ces deux dernières équations on reconnaît que les points fixes 
qa'on vient de trouver sont les deux foyers de la courbe. 
Dans l'équation (3) mettant pour a sa valeur, il vient 



ou 



K (x - B) = ^ ± X V iJ-OT, 



x(K- |/l4.m)-KB- P =0. 



Digitized by VjOOQIC 



DC SECOND ORDRE. 85 

Cette équation doit exister qael que soit le point pris sar la 
courbe, c'est-à-dire quel que soit x; alors il faut égaler à zéro le 
coefficient de x et le terme qui est indépendant de la variable , 
alors on a 



K- |/l+w=0, -KB ^ =0, 



d'où on tire 



K==|/l + m, B: 



(1 ±: yr^Çm) >/ 1 + m 



La quantité K est essentiellement positive puisqu'elle représente 
le rapport entre deux longueurs. L'égalité 



B== 



—P 



± J/l+m (t±:|/l+m) 

montre que dans les courbes du second degré il y a deux directrices 
dont les équations sont 



^ = ^^ 



+ \/i+m (l + Kl + z») -kT+^(l-k"l + m) 

Maintenant que le rapport constant K, les coordonnées a, p du 
point fixe, les coefficients A , B sont déterminés, tout ce qui con- 
cerne les directrices est connu ; il ne nous reste plus qu'à examiner 
les propriétés dont elles jouissent dans chaque courbe. 

Ellipse, 
70.— Dans lellîpse w == ;, p = -. Alors 



ainsi le rapport constant est moindre que l'unité , ou la distance 
d'an point de l'ellipse à la directrice est plus grande que la distance 
du' même point au. foyer correspondant à la directrice considérée. 
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La quantité B a pour expression 



On voit que les deux valeurs de B sont de signe contraire , donc 
Tune des deux directrices est hors l'ellipse ; on va montrer qu'elles 
Sont à égale distance du centre, et il sera prouvé par là qu'elles 
sont toutes les deux en dehors de l'ellipse. Les deux valeurs de B 
peuvent se mettre sous la forme 



j^y a^-^'b'xb' ' ^ya'^b'X-b' 

Prenant la différence entre ces quantités , abstraction faite de 
leur signe , on a 



b^ Va" — b^ 

Fig. A&. Supposons que QH, Q'H' soient les deux directrices. L'ellipse étant 
rapportée au sommet A , on déduit de B" — B' = 2a , que AH = 
A'H', et par suite que AH + AO = A'ff + A'O. Donc les deux 
directrices sont à égale distance du centre et hors de l'ellipse. 

Pour fîxer ces directrices sur le plan , il suffit d'en construire 
une , puisqu'elles sont à égale distance du centre. Ainsi on est 
conduit à contraire l'expression 

— ah" 



aX/a'-^-b' + a'^ b"" 



Soient A, A' les sommets de l'ellipse situés sur le grand axe , et 
B, B' ceux situés sur le petit axe. Soieot F, F' les deux foyers qu'on 
sait déterminer, on a 

OF=ya'- b\ 

Sur AF' comme diamètre décrivons une circonférence et prolon- 
geons Taxe OB jusqu'à sa rencontre en B, on a 
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OD = OF X OA' = ^ï f/ a' - b\ 

Maîntenaot joignons le point D à F\ du triangle rectangle DOF', 
on tire 



FD =a* — b*^al/ a'-^b^ 

ab* 
ainsi la question est ramenée à construire l'expression — ^ . 

FD 

ab 
Pour cela construisons r^r^ ] si oh rabat le point D en D' sur 

A A', de sorte que OD = Oiy , et qu'on joigne D' a B , puis ensuite 
qa'on mené A'M parallèle à D'fi , on a dans OM la ligne cherchée \ 
car du parallélisme des lignes AM, D'B on tire 

OD' : OA :: OB : OM, d'où OM = ?!^^^ = |^. 

P A 1 * 1 6xOM ^ 

£q conséquence il ne nous reste plus que , ce à quoi on par- 

vient en rabattant le point M en M' sur AA', puis en tirant de ce 
dernier une parallèle M'X à D'B, la ligne OX qu'on détermine 
ainsi est celle demandée , car on a 

OM' : OD' :: OX : OB, d'où 0X= ?!^» = 2Ë^. 

OD r D 

Prenant , à partir de A et A' sur k.x , les longueurs AH = A'H' = 
OX, et menant par les points H, H' des parallèles à Aj^, on a dans 
les lignes ainsi déterminées les deux directrices de l'ellipse. 

Hyperbole. 
71. —Dans l'hyperbole les coefficients /w,^ont pour valeur 

m = t^p = zJL.^ alorsK=J/l-fm = iya' + b\ 
a a CL 

ce qui prouve que la distance d'un point de la courbe à la directrice 
est moindre que celle du même point au foyer correspondant. Les 
deux valeurs dé B sont 
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y^+b' Xb' ' b* y a' + b* 

on voit qu'elles sont de môme signe ; on en conclut qu'elles sont 
situées entre les deux branches de l'hyperbole. 
Fig. 45. On va montrer qu'elles sont à égale distance du centre. En efFet , 
prenons la différence des quantités B', B'\ il yient 



\/a* + b^' 
prenant - (B" — B') et le retranchant de a, on a 



_ aja-ya^+b*) 



[/a* + b* \/a' + b* 



B'. 



Donc OA' - OH' = AH' = HA, H'M', HM étant les deux direc- 
trices. Donc les deux directrices de l'hyperbole sont à égale distance 
du centre. 

Déterminons les positions des directrices ; pour cela il suffit de 
construire l'une des quantités B', B". Prenons l'équation 

ab' 



ay/a'J^V^a'^b" 

Soient A, A' les sommets situés sur l'axe transverse et C, G' situés 
sur le second axe ,* soient en outre O le centre et F, F' les deux 

foyers de l'hyperbole , OF = l/a*-]- b". Sur AF comme diamètre 
décrivons une circonférence , puis prolongeons OC jusqu'à sa ren- 
contre en E , il vient , 



OE =0A X OF' = û J/tf* + b\ 
Joignons E à F', le triangle rectangle F'OE donne 



FE = a' + ^»' + a (/^' + ^^' = Oh '* + OE , 
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de sorte qu'on est maintenant ramené à construire — , . Pour cela 

FE 

ab 
constrmsons ==,. 
b £1 

A partir du centre O sur Taxe transverse, prenons OE' = F'E , 
joignons C à £' et tirons de A une parallèle AQ à E'G, la ligne OQ, 
qu'on détermine ainsi , est la ligne demandée ; car, à cause des pa- 
rallèles AQ, FG , on a 

OA : OE' :: OQ : OC, d'oùOQ = 5^^r^ = ||. 

_JLa 

Pour construire ::::=^, ramenons Q en <y sur AA' au moyen d'un 

FE* 

arc de cercle décrit de O comme centre avec OQ pour rayon , et 

ab* 
menons Q'P parallèle à FG ; la ligne OP est la quantité ==• , car on a 

00' V OC ab* 

OQ' : OE' :: OP : OC, d'où OP = ^Jl, = =;. 

OE' f^ 

Maintenant sur Taxe AA', à partir des sommets A, A', prenons 
les longueurs AH = A'H' = OP, puis tirons les lignes HM, H'M' 
parallèles à GC', on détermine ainsi les deux directrices de Thyper- 
bole. 

En comparant les deux méthodes graphiques suivies pour l'ellipse 
et l'hyperbole , on reconnaît au premier coup d'oeil qu'elles sont 
les mêmes. 

Parabole. 

72.— Dans cette dernière conrbe m = 0, alors K = i. Donc 
chaque point de la parabole est à égale distance du foyer et de la 
directrice. L'équation trouvée pour la directrice 

X = P devient j: = — £, jt? = — , 

\±y\-^m 2' 

ce qui montre que la parabole n'a qu'une directrice. 
Supposonsque la courbe soit une circonférence. Les coordonnées 
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da point flxep = 0, a = ^ deviennent dans cette 

l±:Kl+m 

courbe p = 0, a =/? , c'est-à-dire qu'ils se réduisent au centre de 

la circonférence. L*équatîon de la directrice 



l/i + m(i±: V/l + 



devient x = — ^ 



c'est-è-dire que la circonférence n'a point de directrices. Le rapport 

constant K = \/i 4- m se réduit à zéro , ce qui devait être , car 
toute quantité finie divisée par Tinfini donne zéro pour quotient. 
On peut se rendre compte de ce résultat par des considérations 
géométriques. Soit DD' une perpendiculaire à Taxe des x. Prenons 
un point M quelconque sur la circonférence, soit MN sa distance h 

Fig. û6. DD' ; le rapport rrr^ ne peut être constant , puisque MN varie 

d'un point à un autre , tandis que R^ rayon de la circonférence, est 
constant. Ainsi on voit que la circonférence fait exception aui 
autres courbes du second degré, relativement aux directrices. 
Cette particularité montre qu'il ne faut pas appliquer toutes les 
propriétés de l'ellipse à la circonférence , quoique cette dernière ne 
soit qu'une ellipse dont les axes sont égaux. 

73. — On vient de voir que dans les courbes du second degré il 
existe deux lignes telles que le rapport des distances d'un point de 
la courbe à l'une des droites et au foyer le plus voisin est constant ; 
puis ensuite que les courbes sont les seules courbes algébriques 
jouissant de cette propriété. Ce rapport est > 1 dans l'ellipse, 
<C 1 dans l'hyperbole , et enfin = 1 dans la parabole. 

On va démontrer géométriquement qu'il n'y a que les points de 
la courbe à jouir de cette propriété relativement à la directrice ; 
nons considérerons d'abord les courbes à centre , parce que la dé- 
monstration est identiquement la même pour l'ellipse et pour l'hy- 
perbole.. 

74.--Soit PH la directrice et M un point hors la courbe, on va 

_ , MK m , ,, . 1 • é 

démontrer que :jrj-=r = — ne peut exister qu à moms que le poini 

M soit sur la courbe. 
Fig. A7. En effet , la ligne MF coupe la courbe en N; tirons la perpen- 
diculaire NR à PH. La ligne PH étant directrice de la courbe, on a 
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^ = — , donc en vertu de légalité précédente ■=r=, = •=rr^ ; pro- 
longeons MF jusqu'à la rencontre de la directrice en O , des trian- 
gles semblables MOK, NOR on tire rr^r^ = r^^j^; or de l'égalité 

NR MK ... .,MK MF .^ , 

j^ = j^ on dedoit -j^ = r^, ce qui donne, en la comparant 

MO MP 
à la précédente , rj^ = rj^, ou la proportion MO : NO :: MF : 

NF ; or on sait qu'on peut en tirer la proportion MO — MF : MO : : 
NO~NF : NOi mais MO - MF = OF, et NO - NF = OF, ce 
qui donne OF : MO :: OF : NO ; proportion qui ne peut exister 
que lorsque MO = NO , ou MF = NF. Donc il n'y a que les points 
de la courbe dont le rapport des distances d'un point de cette courbe 
à la droite et au foyer soit constant ; si le point pris en considéra- 
tion était en G à l'intérieur de la courbe, il faudrait prolonger 
OGF jusqu'à la courbe en N , puis tirer la perpendiculaire NR à 
PH ; la dénoionstration se ferait alors comme ci-dessus. 

11 y a un cas où la démonstration ne peut pas s'appliquer, c'est pig. as. 
celui où MF est parallèle à PH , ou perpendiculaire à Ax. Soit M' 
un point dans cette position, tirons NR perpendiculaire sur PH- 

Supposons qu'on ait rrj— = — , le point N étant sur la courbe, 

. NR "^ ^ A A ,..^ A' A .*Mli NK 

on a — == —, alors de ces deux égalités on déduit t^prp = iôt;, 

orNR=M'K, puisque Ar et MT sont parallèles j doncM'F=NF; 

MF' n 
donc pour que l'égalité ^rj^ = — existe, il faut que M'F = NF , 

c'est-à-dire que le point M' soit sur la courbe. 
75. —Considérons le cas où la courbe est une parabole : 
Soit PH la directrice et M un point hors la courbe , îl faut prou- 
ver que MK n'est point égal à MF; en effet MF coupe Ja courbe ^ig. 5o. 
en M. Tirons NR perpendiculaire sur PH , on a , le point N étant 
sur la courbe, NR = NF ; joignons N à K , du triangle MKN on 
lire MK < NK + MN, or KN > NR et par suite que NF ; donc , 
à fortiori, on aura MK < MN + NF, ou MK < NF. Ainsi tout 
point hors la courbe est plus près de la directrice que du foyer. 

Prenons le point I intérieur à la courbe , tirons IQ perpendicu- 
laire sur PH , puis enfin joignons S à F , du triangle SFI on déduit 
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FI < IS + SF, or SF = SQ , le point S étant sur la conrbe ,- 
donc FI < IS + SF ou < QI. Donc quand le point est intérieur, 
sa distance à la droite est supérieure à sa distance au foyer; ce qat 
prouve qu'il n'y a que les points de la parabole qui soient à égale 
distance de la directrice et du foyer. Cette propriété permet de dé- 
crire la courbe par un trait continu. 

Fig. 4«. 76. —En effet , contre la directrice appliquons une équerre MNP, 
puis déterminons sa position telle que PF = NP ; si alors on 
attache un (il au foyer F et au point P , et qu'il soit bien tendu , oa 
décrira la parabole en faisant glisser Téquerre le long de BH, puis 
en appliquant en même temps le fil FP sur PN en partant de P, le 
style qui opérera ce mouvement dans la position du fil , tenu con- 
stamment tendu, décrira la courbe -, on le démontre en remarquant 
que de PN et PF on retranche dans chaque position du style des 
longueurs égales ; comme au po\nt de départ PN = PF, les parties 
restantes sont toujours égales. Donc tous les points ainsi décrits 
sont à égale distance de la directrice et du foyer -, donc la courbe 
décrite est une parabole. 

Fig. 51. 77.— On va démontrer par le calcul que la courbe , qui est telle 
que le rapport des distances d'un de ses points à une droite et à un 
point fixe soit constant , est une courbe du second degré; on aura 
alors employé toutes les méthodes pour démontrer les théorèmes 
ci-dessus énoncés. 

Soient HH' la droite donnée et M le point fixe , abaissons du point 
M une perpendiculaire sur HH', il est évident que la courbe devra 
être symétrique par rapport à cette droite ; car si un point B est tel 

qu'on ait rr^ «= — , le point B', le symétrique de B par rapport à 

MQ, jouira de la môme propriété ; donc en prenant MQ pour axe 
des X , l'équation du lieu ne contiendra qu'un terme en y qui sera 
du deuxième degré. Maintenant à partir du point Q divisons QM 

en deux parties telles qu'on ait -^ = — , le point A sera un point 

de la courbe ; donc si on prend Ay parallèle à HH' pour axe dcs^, 
l'équation de la courbe ne contiendra point de terme indépendant 
des coordonnées. 

Le point A étant tel qu'on ait -^ = —, posons m = AQ , alors 

AO ' 
n = AM î il suit de là que l'unité linéaire est—-^. 



Digitized by LjOOQ IC 



DU SECOND OBDRE. 93 

Soit B un point du lieu , on aura 

— = ^, orBD* = (BE+EDy=(a:+m)S 

ainsi l'éqaation du lien est 

{x -|- m)* m* 

Réduisant tons les termes au niéme dénominateur et dévelopjMint 
les carrés, il vient 

71 V -|- m'n* + 2mn*x = mY + ^'^c* + m V — ^m^nx . 

Si on simpliGe et qu'on ordonne par rapport à j^ et à a: , on a 

wy + jc* \rre — 71*) — ^xmn (m + n) = 0. 

On voit que le lieu est une courbe du second deg^é dont Kx est 
FuQ des axes et A l'un des sommets. Cette courbe sera une ellipse 

quand w > /» ou — > 1 , une hyperbole quand — < 1 , et enfin 
n n 

Qoe parabole lorsque m = non — == 1. 

Si la courbe est une ellipse , son grand axe est ; cette ex- 

m ——n 

pression est aussi celle de Taxe transverse de l'hyperbole. 

78.— On va montrer que le point M est le foyer de la courbe, et 

la ligne HH' la directrice correspondante. On a trouvé que les 

abscisses des foyers sont ^ l'équation de la courbe 

1± Vi + m' 
étant/ = m'x* + 2p'xi alors 

w* — /t' ^,_ n{m + n) 

m= — — , p = ~ 5 

m m 

donc les abscisses des foyers du lieu cherché seront 
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±1 \ /| ^ -^m'-^n' (^ -H „) 



IH^:^ /..-^'«-f-» rm-^-w^«_ w±/i 



m 



Ainsi on voit que rnn des foyers a poar abscisse /z =. x, et l'autre 

n 

a: = , c'est-à-dire que le point donné est l'un des foyers, 

m — n 

car AM = n. 

Les équations des directrices sont 



a: = 



dz I/l H- m' (1 ifc J/l 4- m') 1 + ;n' db |/1 + m' 
mettant à la place dep', m' leurs valeurs , il vient 



" (-:-) 



n (m + n) — 



1- 






n[m-{'n) m/i(w-j-n) 

n^ , — n(m±ny 

— =11 n 

m 

Les directrices ont pour équation 

jc = — metx = i — ' — - j 

m — n 

ce qui prouve que H'H est une des directrices. 

Donc le lieu des points tels que le rapport de leurs distances à 
une droite et à un point 6xe soit constant , est une courbe du se- 
cond degré , qui est une ellipse quand ce rapport est plus grand 
que Tunité , une hyperbole quand il est moindre que l'unité , et une 
parabole quand il est l'unité ; puis en outre la droite fixe est une des 
directrices de la courbe , et le point donné est le foyer de la courbe 
correspondant à la directrice donnée par la ligne fixe. 
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Problème. 

79.— Dans les courbes à centre du second degré on demande 
Vangle que font entre elles deux lignes partant d'un point de la 
courbe et allant aboutir à deux points du grand axe équidistant du 
centre, ou à deux points de Taxe transverse , si la courbe est une 
hyperbole. 

Soient A^, Ax les deux axes de coordonnées , soit M le point 
pris sur la courbe dont O est le centre, soient enfin E, E' les deux 
points fixes , leurs coordonnées seront 

j:=ra, xr=:— ^—a, ^=0. Rg, 52, 

L'équation de la ligne ME est 



y = -f—{^'--). 



celle de ME', 



y = 



m . 



i^+ï+'i 



Posons Tangle EME' = V, on a alors d'après la formule connue, 



tang V = ; — ^ 



1 



a-* — a" + ^(a: — «) 



m m 

On n'a point exprimé jusqu'ici que le point M était sur la courbe, 
en sorte qu'il est un point quelconque du plan. 

80.~Supposons qu'on demande le lieu des points tels que l'angle 
M soit constant. 
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Pour Tobtenir posons dans récpiation (1) tang V = c, il vient 
équation qu'on peut mettre sous la forme 

(,+!ll) +(.+£)--|(.+£)-..-î(.+£)=.. 

Fig. 53. On voit que ce lieu est une circonférence dont 

^===1 (.+£), .=_£ 

sont les coordonnées du centre ^ et qui passe par les points £, £', 
car son équation est satisfaite par 

^=0,J:=a,et^=:0, 07 = i- — a. 

m 

Donc tous les angles inscrits dans un segment circulaire EM£' 
sont égaux, et la circonférence est la seule courbe jouissant de 
cette propriété. 
Fig. 54. Prenons l'hypothèse de tang V = oc , c'est-à-dire de l'angle 
EME' droit , l'équation du lieu obtenu précédemment devient 



ou 

m m 

On voit qu'alors le centre de la circonférence est sur l'axe des x , 
et que E, F sont les deux extrémités d'un diamètre ; si on suppose 
a =;= , l'équation devient 

^ + ^• + 2/1^=0, 
m 

elle montre que le lieu passe à l'origine des axes de coordonnées. 
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DoDC tous les angles inscrits dans une demi-circonférence sont 
droits. 

Revenons maintenant à la recherche de la solution da problème 
énoncé. . 

Dans l'équation (1) exprimons que a:, y appartiennent à un point 
de la courbe donty = mx* -j- '^P^ ^t l'équation , il vient l'équa- 
tion 



m tangV = -2(«+£). Ynu^Jr^px 



\rn I m 



Pour discuter cette valeur on va considérer successivement les 
deux courbes à centre. 

81.— Prenons l'ellipse , m = ;,/> = — j substituant ces va- 

a, a, 

h" 
leurs dans l'équation (2) , on a , en remarquant que ^* == ~ (— x'-f- 

tangV=2(a-^) _ "^ . (3) 

Supposons a < , e'est à-dire les deux points E, F hors Tel- pig 55 
lipse /l'expression de la tangente devient 

tangV- ^._^, - 2 a^^b^ \ 

On voit que tang V est toujours négative, donc l'angle EME' est 
obtus quel que soit le point pris sur la courbe au-dessus de Taxe 
kx\ si on voulait l'angle EM'E', il faudrait changer le signe de 
tangente V, et commet devient < 0, il s'ensuit que l'expression 
ne changerait pas de signe. Tang Y a son maximum , abstraction 
faite du signe , pour le points =t h ; comme le maximum de tang V * 
correspond au minimum de l'angle V, puisqu^^il est obtus , il s'cn- 
snit que l'angle minimum est ECE'; ce qui devait être, puisqu'on a, 
en prenant successivement tons les points compris entre A et C, des 
triangles ayant même baseEE' -, alors celui pour lequel la hauteur 

7 
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relative à EE sera an maximam aura à son sommet l'angle le plus 
petit ; d'après cela le point G est le sommet du triangle poar lequel 
EGE' est un minimum. Pour^ r= 6 (m a 

or du triangle EOG on tire 



£0=;=C0 X tang ^ V, d'où tang 1 V = ^ 



a 



alors 



2{a + a) 



tang V = 



2(gt + a)& 



t 



6* 



Si y va en diminuant , tang Y va diminuer, par suite l'angle Y 
croît ; enfin pour j/- = , tang Y = ; mais comme cette expres- 
sion avant d'arriver à zéro était n^ative , il s'ensuit que l'angle V 
est égal à deux droits ; ce qui doit-être , puisqu'en B et en A les 
deux lignes sont le prolongement l'une de l'autre. 

Supposons que l'on fasse croître a , tang Y va aller diminuant , 
ce qui montre que l'angle croît ; enfin pour a = oc , tang Y = , 
donc les deux lignes sont le prolongement Tune de l'autre , car 
Y = 180^ ; la figure le fait voir, puisque alors les deux lignes sont 
parallèles à l'axe Ax. 
PI ^ Dans l'équation (3) faisons « = 0, c'est-à-dire, supposons les 
deux points E, E' aux sommets A et B ; on a 

_- ^ajr ^2ab' 

TT^^ 

Vomy = , tang Y = ©c, donc V = 90° ; ce qui doit être, puisque 
la ligne AB est perpendiculaire sur la tangente en A à l'ellipse. 

On voit que tant que^ est > 0, tang Y est négative, c'est-à-dire 
que tous les angles sont obtus. 

Pour j^ = fr on a ACB qui est le maximum des angles qu'on peut 
former en joignant un des points de la courbe aux deux sommets^ 
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sa tangente est ,^ ; à partir de ^ =: & la tangente va en crois- 
sant , donc les angles diminaent ; pcmry = , tang Y = oc , l'angle 
est droit y la figure le démontre aussi , car AM est devenue tan- 
gente en B , et BM se confond avec BA. 

L angle dont la tangente est r^y. est le maximum que peu- 
vent former, comme on le verra plus tard , deux cordes supplé- 
mentaires. On voit que ces angles ont pour limite inférieure un 
droit 9 et pour limite supérieure ACB. 

Cherchons maintenant la valeur maximum de l'angle de deux 
rayons vecteurs. 

Pour cela dans Téquation il suffit de faire , d'après les considéra- ng. 96. 

Uons émises plus haut , « = a — y à" — 6* , et y = & ; il vient 



tangV=:- 



« 

expression qu'on peat oblenir directement, car du triangle FCO 
on tire 



1 _, ya'-b' 
donc 



tangVr- — 



('-.^1 



26' — à" 



Considérons enfin le point pour lequel a = a — 6 , et cherchons Fig. 57. 
Tangle maximum dans cette hypothèse; la formule (3) donne 

lang v - _^.^^._^2^(^_^j _(^a^^._2«6) ■" * 

ainsi y = 90''. Cette particularité s'explique, car les deux points 
E, F sont les extrémités du diamètre de la circonférence dont le 
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centre est en et dont le rayon est b. On prouve encore par là que 
les angles inscrits dans une demi-circonférence sont droits. 
82.— Considérons Thyperbole, alors dans l'équation (2) faisons 

/7i = ---,»= :il vient 



tangVr=:-^2(a-..z) , "L . (4) 



Supposons a < , c'esl-à-dire que les deux points soient en 
* dehors des sommets A et B , on a 

taog V = + {'^ + ^) .... /^ . (5) 

On doit observer que la formule ^) ne donne que les angles 
situés sur la ligne PAP, ; pour avoir les angles situés sur la branche 
FfiP, il suffit de changer le signe du second membre de l'équa- 
tion (4) ; Tangle dont la tangente est donnée par l'équation (4} est 
le même, quelle que soit la branche que l'on considère, pourvu que 
les points de concours des deux droites aient même ordonnée. 
Ainsi EME' = EM'E', puisque leurs ordonnées MR, M'R' sont 
égales ; de mémeEM,E' = EM',E'= EME', car pour avoir tang EM,E' 
il faut changer le signe de l'expression donnée par la relation (4), 
puis en outre y faire ^ < ; ces deux opérations faites , le signe de 
l'expression de la tangente n'a point changé. D'après cela il suffit 
de prendre les valeurs de^ entre et rinfini« 

Reprenons l'hypothèse a <; 0, on voit par la valeur de tang V, 

Fig. 58. que tant qu'on aura y" < — ^- Pî d m , Tangle V sera plus grand 

que 90**. Puisque sa tangente est négative , pour :r = , tang V = , 
et comme pour une valeur quelconque voisine de zéro , tang V est 
négative , il s'ensuit que V = 180** ; ce qui doit être , puisque les 
deux lignes sont le prolongement l'une de l'autre. 

6* (2aa 4- a ) 

Pour y^ = rr-ij-'^ -> l^ng V = ©c^ l'angle V est alors un droit 

Pour obtenir le point de l'hyperbole pour lequel^* = \ . .. i 
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il snfiBt snr £E' comme diamètre de décrire une circonférence ; les 
points P, F, P„ P. où elle coupe l'hyperbole sont les points satis- 
faisant à la condition que les angles EPE', EP'E', EP,F, EP.E' 
soient droits. 

A partir decette valeur j/- = —--_!_- , tang V devient po- 

[/a' + b* 

sitive et va en décroissant, ce qui montre que l'angle Y diminue ; 
pour ^ = oc , tang V = , c'est-à-dire que V = ; les deux lignes 
sont alors parallèles. 

De ce qui précède on conclut que l'angle de deux lignes partant 
d'un point de l'hyperbole et allant aboutir à deux points E, £\ 
éqaidistants du centre et au delà des sommets , varie depuis 180° 
jusqu'à 0. 

Supposons maintenant que les deux points E, E' aillent en s'éloi- 
gnant du centre , on voit que tang V va en diminuant , ce qui 
prouve que l'angle va en croissant , tant toutefois que tang Y est 
négative. En résumé on peut dire que le calcul montre que pour un 
même point l'angle va en croissant à meshre que les points pris sur 
l'axe vont en s'écartant du centre. 

De l'égalité y = ^'y^"^,""^ on déduit qu'à mesure que E, E' s'é- 
loignent du point , le point où l'angle est droit va en s'éloignant 
du sommet. 

Pour a = oc , tang Y = , quel que soit y, résultat qui fait 
voir, comme la figure le montre également , que les deux lignes 
sont parallèles. 

Cherchons l'angle de deux rayons vecteurs, pour l'obtenir fai- pjg^ 5^ 

sons a = K^MF^ "" ^ ^*°s l'équation (5) , il vient 






Tout ce qu'on vient de dire pour les points £, E' s'applique aux 
deux foyers F, F'. 
Le point où l'angle des deux rayons vecteurs est droit , a pour 

b^ 
ordonnée y" = 'tt'i^ î il 7 a sur cette courbe quatre points jouis- 
sant decette propriété \ pour les obtenir par une construction géo- 
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AP = x\ AQ = x' ; T étant le milieu de la corde MN, il faut 

— jc" 4- jc' 
prouver que AR = —i- — ; par constructioD on a 

AR = AQ-QR = + x" -ï— — 



2 2 

prenant maintenant AR avec son signe, il vient x = — ~ — , ce 

qui donne la valeur que fournit la règle générale. 

Fig 60. Enfin prenons Thypothèse de y, y ayant des signes contraires. 

Soient MP, NQ les deux ordonnées y, y'; par le point M tirons 

une parallèle à Ax, soit MH, puis prolongeons I R jusqu'à MH. 

]VH 
Du triangle NMH on lire IS = — -, vu que le point I est le milieu 



deMN. 



1 NH= •^^-i^ =IS, or IR= 
donc 

Les ordonnées y\ j^" peuvent occuper les positions MP, M'F; 
d'après la formule l'ordonnée l'H du point F, milieu de MM\ doit 

y — /' 
étre*^^ — TT^^ ®û cflfet , menons M'D parallèle à kx^ soit D le pomt 

où elle coupe MP, on a dans le triangle MM'D, 

rR'=^=^lz2L; orrH=rR'-HR'===^-^--y'=='^-~^ 

2 2 A 2 

ainsi on voit que dans ce cas la formule est démontrée. Donc, en 
général , les coordonnées du milieu d*une corde sont 

X 2—, y 2~"' 

x\ j/', y, y étant les coordonnées de ses extrémités prises avec 
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lenr signe, ou en an mot od -|- j:",^' +j^'' étant des sommes algé- 
brîqaes. 

Cherchons maintenant les points d'intersection de la droite 
^ = a X + p avec la courbe. Pour cela éliminons y entre les équa- 
tions 

(1) ^ = ax + p 

(2) ^• = ma:'+2/M:; 

il Tient 

Or, dans une équation du deuxième degré ramenée à la forme 

x' -f-/?x -f ^ == , ou sait que le coeificiept de x est la somme des 

P — «P 
racines prises en signe contraire ; alors on aura x = ^^ ; ayant 

a — m 

l'abscisse du milieu de là corde , pour avoir l'ordonnée il faut dans 
réqoation (1) mettre pour x la valeur trouvée } il vient alors 

^ a* — m ' a* — m o? — m' 

Ainsi les coordonnées du milieu de la corde sont donc 

(3) x=p^, y=^^. (4) 

Eliminant p entre ces deux équations , on aura la relation entre 
les coordonnées des milieux d'un système de cordes parallèles, c'est 
à-dire l'équation du lieu cherché. 

Pour effectuer cette élimination , multiplions les deux membres 
de l'équation (3) par m, et ceux de l'équation (4) par a, et retran- 
chons ces équations membres à membres ; il vient 

a'' — m o?.^m 

divisant les deux termes de la fraction du deuxième membre par 
a' — m , on a j^« — mx ^=p , d'où l'on tire^ = — x + -• Par cette 
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équation on voit qne le diamètre est une ligne droite, quelle qoe soit 
la Taleur de a; donc dans une œurbe du deuxième degré les dia- 
mètres sont des lignes droites. 

84.— On ya démontrer qne tous les diamètres passent par le 
centre de la courbe. En effet , faisons y = 0^ dans réquation 

J^ = - X+^, il vient 0:= — =-; 

o. OL m 

ce qui n'est autre chose qne Fabscisse du centre de la courbe qu'on 
sait se trouver sur Taxe des x. 

Supposons m = , c'est-à-dire que la courbe soit une parabole, 
alors x=oc\ donc dans la parabole tous les diamètres sont parai- 
lâes à Taxe des jr ; ce qu'on devait prévoir, car tous les diamètres 
passant par le centre de la courbe ^ il s'ensuit que l(M^ne ce der- 
nier point est à l'influi , comme dans la parabole , les diamètres sont 
parallèles à Taxe des x. 

L'équation^=— x+ -» qui est celle du diamètre correspon- 

OL CL 

dant au système de cordes parallèles ^ = ax -f p, montre que 

m 
toutes lignes qui passent par le centre sont des diamètres; car - 

peut passer par tous les états de grandeur, vu que la tangente a 
varie entre — oc et oc ; donc en posant — = K', la valeur a = - 
fournira toujours une valeur réelle déterminant les cordes qui cor- 
respondent au diamètre j^ = — j: + -. 

a ce 

Fig. 62. 85.— Prenons les systèmes de cordes parallèles^ = «a: + p et 
y z=i o!x '\- p'^ les diamètres qui leur correspondent ont pour 
équation 

m , p . ^ \ P 

a 'a tf a' 



posons û = — et û' = -y, de là on déduit aa' = — j; maintenant 

a a (ML 

supposons a' = —, c'est-à-dire que le second système de cordes soit 
parallèle au diamètre relatif au premier, ainsi queMN soit parai- 
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lèle à PQ; il Tienl en remplaçant a' par sa Taleor dans légalité 
ad = — ;, ^ = m ; mais de l'hypothèse a' == — on tire « = -7, ce 

aa . « a 

qui vent dh« que si an diamètre est parallèle à nn système de cordes 
parallèles, le diamètre de ces cordes est parallèle au premier sys- 
tème; donc P'Q' relatif à MN est parallèle à AB ; on voit qu'un tel 
système de diamètres , qu'on nomme conjugués, a cette propriété 
que le produit des tangentes des angles qu'ils font ayec l'axe des x 

est constant, et égal à ; dans l'ellipse , et à -; dans l'hyperbole. 

86.— Dans toute courbe du second degré la tangente à l'extrémité 
d'an diamètre est parallèle au système de cordes relatif à ce dia- 
mètre. 

En efet , soit [pc\y) le point de contact de la tangente, l'équation ^8* •*• 
de cette ligne est 

Cherchons celle du diamètre passant par ce point , les équations du 
centre sont j< = , j; = — ^ , alors l'équation du diamètre sera 

^r , ^ \ rnj -^ mx'^p \ m] 

m 

D'après la relation qui existe entre un diamètre et sa corde, il 
s'enftiit que si >• =: ojt -{- p est la corde rdatire au diamètre 



^"TUT^:^ r"''W' 



on a 



J7M? "4~D 

par suite l'équation de la corde est j^ = yï-^ x-{-^,ot celle de 

«/ 

la tangente à l'extrémité du diamètre est v = ^ÎJ±£ x+?^. 

P y 

Donc la tangente est parallèle aax cordes relatives aa diamètre qui 
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passe à son point de contact ; ainsi PQ étant un diamètre , la tan- 
gente en P à la courbe , que l'on désigne par CD , est parallèle à la 
corde AB relative à PQ. 

On appelle cordes supplémentaires , deux cordes partant d'an 
même point de la courbe et parallèles à deux diamètres conjugués. 
D'après cette déûnition , il suit que si^ = «j: + p et ^ = a'jc -f ? 
sont les équations de deux cordes supplémentaires aa' = m. Donc 
le produit des tangentes des angles que font deux cordes supplé- 
mentaires avec l'axe des x est constant et égal à m = — , pour 

l'ellipse , et m = — pour l'hyperbole. 

CL 

87. — La relation aa' = m entre deux diainètres conjugués, 
montre qu'il y a une infinité de systèmes de diamètres conjugués, 

car a' =i — donne , quelle que soit la valeur de a, une valeur réelle 

pour a\ et comme a' peut varier entre l'infini négatif et rinfîni 
positif, il s'ensuit qu'un diamètre étant donné , on en trouvera tou- 
jours un second qui forme avec le premier un système de diamètres 
conjugués \ on conclût de là qu'il y a une infinité de cordes sup- 
plémentaires partant d'un même point de la courbe. 

88.— On va démontrer que deux cordes supplémentaires quel- 
conques aboutissent toujours sur la courbe à l'extrémité d'un même 
diamètre. 
Fig. 63. Soient CD, GB deux cordes supplémentaires parallèles aux dia« 
mètres conjugués PQ, FQ', il faut prouver que la ligne DB qui joint 
les extrémités de ces cordes est un diamètre; pour cela il suffit de 
prouver que les ordonnées des points B, D sont égales et de signes 
contraires , car il s'ensuivra que le point où BD coupe l'axe des 
X sera le milieu de BD , et par suite qu'il est le centre de la courbe 
Soit {3c? y) le point C , puis^ — y = a (x — x') l'équation de CB , 

celle de CD sera y —y = — ( j: — jc' ) . Pour avoir les ordonnées 

a 

des points B, D, il faudra éliminer x successivement entre les équa- 
tions (1), (2) et (1), (3), l'équation (1) étant celle de la courbe. 

(1) y^mx^-^-^px, 

(2) jr^y=c{x—a^), 

(3) jr-^y=r^{x-x). 
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L'élimination de x entre (1), (2) donne 

réduisant tous les termes au même dénominateur et ordonnant par 
rapport à y^ il vient 

— 2paV + 2/iay = 0, 
équation qu'on peut mettre sous la forme 

n^y' 4- a-^' 4- pût , 

Dans une équation du deuxième degré le terme indépendant de 
l'inconnue est le produit des racines prises en signe contraire ; or 
ici Tune des racines est y\ donc si on divise le dernier terme de 
l'équation (4) par +y\ le quotient pris en signe contraire sera 
l'ordonnée du deuxième point d'intersection de la droite avec la 

courbe. 
Le terme indépendant de^ est 



a'^— m 



remarquant que le point xy étant sur la courbey'=mx''+2/;j:, 
alors mettant pour m:c''+2px' sa valeur dans le produit des ra- 
cines , il vient 

^ t,?y 4. 2maa?y + ^P^y — "'^^ ' 
d' — m 

ce qui donne , divisé par/, 

^ ay ' 4- 2mca/ + 2/?a ■- my* 
y ^^ et" — Tn 

Maintenant cherchons l'ordonnée du second point de sécance de 
la deuxième corde. 
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Poar cela il faudrait éliminer jc entre les équations (i), (3) y puis 
faire les mômes opérations que pour l'élimination précédente ; mais 
pour abréger il suffit de remarquer que les équations des deux 
droites sont identiques, à cela presque la deuxième a pour coefQ- 



m 



cient — au lieu de a; donc pour passer des résultats obtenus pour 



a 



la première droite à ceux qu'on veut obtenir pour la deuxième , il 

772 

d'y remplacer a par — ; en conséquence on a pour y % qui 



a 

désigne l'ordonnée du second point de sécance de la deuxième corde, 
la valeur suivante 

— y(^+ni) + ^^x' - +2/1 - 

^ ^? ' ' 

réduisant tous les termes au même dénominateur, il vient 

-y ( m + a* ) + 2mcix' + 2pa 



y"' = . 



OU 



,„ — y (^ + «*) + 2m(ix'-\-2p(z 

y — — »- 

On voit par cette valeur quey ,^"' sont des ordonnées ^les, mais 
de signes contraires ^ donc la ligne BD est un diamètre, donc deux 
cordes supplémentaires aboutissent toujours à l'extrémité d'un 
même diamètre. 

89.— Maintenant démontrons la réciproque qui consiste en ce 
que deux lignes qui partent des extrémités d'un même diamètre, 
et qui sont parallèles à un système de diamètres conjugués, se 
coupent sur la courbe. 

Soient x', y les coordonnées d'une des extrémités du diamètre , 
celles de la deuxième extrémité seront -}- ^\ ^^y^ en conséquence 
les équations des deux cordes partant de ces points seront 

Y—y=<x—x'), r+y=~ (^— or"). 

a 

Pour avoir les points où chacune de ces deux cordes va couper 
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la courbe, on va combiner Téquation (1) avec les deux autres (S), (3) 
saccessiyement. 

(1) y = fnx' + ^px, 

(2) r-y = «(x-a:'), 

(3) y+y^'H^j.-^'y 

et 

En se servant des calculs faits dans la question précédente, on 
trouve que l'ordonnée du second point où la droite dont l'équation 

^ — y = a (jr — x') coupe la courbe , est 

„ —y (a* + 'w) + ^rnoLx! 4- 2;?a 

y =r — . 



Pour avoir l'ordonnée du second point où la droite ^ -fy == 
— (jT— a:") coupe la courbe, il faut remplacer dans la valeur dey, 

a par —, puis a^ et y par + ^' et — y' ; d'après cela il vient 

^ m' ~ m' -a' 

——m 

a 

changeant les signes des deux termes de la fraction représentant 
y'\ il vient 

pc — m 

On voit que les ordonnées y", y ne sont pas égales , cela tient 
à ce <(ue dans le calcul on n'a pas introduit toutes les conditions 
nécessaires pour que les deux points soient aux extrémités d'un 
même diamètre. Le grand axe de l'ellipse et l'axe transverse de 

l'hyperbole ont pour expression ^ ; pour que les deux points 

B, D soient Tes extrémités du diamètre BD , il faut que les ordon- 
nées soient égales et de signe contraire , puis ensuite que la somme 

de leurs abscisses soit — ^ ; car dans l'ellipse AH = A'fl', et par 

m 
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suite AH+ AH' ==AA'=—?^ = a/ + x".Dansrhyperl)olex,j:' 

sont de signe contraire, AH = A'H', puisque O est le milieu de 
HH'; donc AH' — AH = AA'; prenant ces quantités avec leurs 

signes, on a — x"+j:'=— ~ ; ainsi il faut que la somme algébrique 

a:" 4- :c' = ^ , puis ensuite que les coordonnées soient égales et 

m 

de signe contraire pour que les points B, D soient les extrémités 
d'uil même diamètre. 

De la condition a/' + a:'=: ^, on tire j:"=— x' ^, met- 

tant pour j:" sa valeur dans Fexpression de l'ordonnée ^"', il vient 

2» 
—y («' + ^) "^rnoLod 4- 2wa — — ^px 



a — m 
-y (*' + wi) 4- 2/7zax' + 2/7a 



Cette nouvelle expression de^K"' montre qu'on a y = j^"' ; donc les 
deux cordes se coupent sur la courbe ; donc si des extrémités d'un 
même diamètre on tire des parallèles à deux diamètres conjugués, 
ces lignes se coupent sur la courbe. 

90.— Cette propriété peut se démontrer directement par la géo- 
métrie , en se basant sur les théorèmes précédemment démontrés, 
rig. 64. Supposons que les deux cordes BC, CD, parallèles à deux dia- 
mètres conjugués , se coupent en un point C qui ne soit pas sur 
la courbe, daprès la propriété des diamètres conjugués, on a 
lang CMjc X tang CN'j:" = w, soit E le point où CB coupe la courbe; 
joignons E à D, les deux cordes EB, ED sont supplémentaires, et 
pour cela on a tang EMo: X tang ENj: = m ; comparant cette éga- 
lité à la première, on en tire tang ENo? = tang CN'.r , donc les 
angles ENj:, CJN'jc sont égaux; donc la partie égale le tout, ce qui 
ne peut être. Si les deux cordes se coupaient à l'intérieur en K, on 
aurait d'abord par hypothèse tang KMj: X tang KN"jc = m; pro- 
longeons KB jusqu'à la courbe en E , et joignons E à D, les deux 
cordes EB, ED sont supplémentaires, donc tang EMjc x (ang 
£Nx= m; comparant cette égalité avec la précédente, on dédoit 
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que taog KH"jc = tang ENx, ou KN"x = ENjc, ce qui ne peut 

être 9 car la partie ne peut égaler le tout. Donc deux cordes qui 

partent des extrémités d'un même diamètre , parallèlement à un 

système de diamètres conjugués, se coupent sur la courbe. 

91.— Cherchons l'angle de deux cordes supplémentaires données 

par leurs équations. 

m 
Soient ^ = «x 4-13, ^ = — a:-|-p' les équations des cordes AB, 

oc 

CB. Désignons par Y l'angle demandé -, par l'origine des coordon- 
nées tirons une parallèle à la première , elle va couper la courbe en 
un second point D, qui, joint à l'autre extrémité de l'axe, donne rig. 6^ bis. 
la parallèle DN à la seconde corde. En conséquence on est ramené 
à trouver l'angle des deux lignes DM et DN. Soit {x, y) le point où 
la lignes = «.r coupe la courbe. Prenons l'équation (2) au n° 51 , 
et faisons-y a = , on a 

tang V = 7^^-t: (*) 

Pour obtenir la valeur de ^ entre les équations 

éliminons x; il vient j^ = -^ — , substituant à jr sa valeur dans 

a — m > 

Texpression de tang V, on a 

tang V = 



a{l -f-/n) 

Telle est la valeur de la tangente de Tangle de deux cordes sup- 
plémentaires données par leurs équations. 

Posons ,, , r = K, d'après cette hypothèse on a 

a(l-f-/7l) 

« = ^ . (2) 

On voit qu'à un angle donné correspondent deux cordes supplé- 
mentaires. Les courbes étant symétriques par rapport à Taxe des 
X, on ne considérera que la partie située au-dessus de cet axe. 
Les points où aboutissent ces deux cordes sont sur la courbe à la 

8 
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môme distance de Taxe des x^ l'équation (1) le prouve. La valeur 
miDimum de K corresponde la valeur maximum de V, et récipro- 
queinent. 

Dans réquation (2) remplaçons m, /? par ;, — , il vient 



« = 2S • 

Pour que a soit réel, il faut que Ton ait K (a*^b*) > ^a^b , 
ou au moins K (a"* — b^) = 2ab; donc la valeur minimum de K 

est K = -3 Y^ ; alors tang V = ;; — ^ , or on 6ait que l'angle 

a — b a -^b 

V est MQN , c'est-à-dire Tangle que forment les deux cordes par- 
tant d'une des extrémités du petit axe et allant aux extrémités du 
grand. 

De ce que Fangle MQN est l'angle maximum de deux cordes 
supplémentaires , il s'ensuit que son supplément M'QN est le mini- 
mum des angles que peuvent former deux cordes supplémentaires. 

'^ab 
Pour K= -^ — ji les deux valeurs de « sont égales; donc il n'y 
a — 

a qu'une position où deux cordes supplémentaires peuvent former 
l'angle maximum ; ce qu'on savait déjà. 

92. — Supposons maintenant qu'un angle étant donné il faille 
trouver dans l'ellipse deux diamètres conjugués faisant entre eux 
cet angle ; la question se réduit évidemment à trouver deux cordes 
supplémentaires faisant entre elles l'angle donné. Le calcul permet, 
au moyen de Téqualion (2), de résoudre la question ; il ne nous reste 
plus qu'à donner un procédé graphique. 
Fig. io/i. Soit XYZ l'angle que l'on suppose compris entre les limites po- 
sées ci -dessus. Sur un diamètre quelconque CC décrivons un 
segment capable de l'angle donné, la circonférence va couper l'el- 
lipse en quatre points C, C, D, D'. L'arc correspondant au segment 
capable de l'angle XYZ ne coupe l'ellipse qu'en un seul point D, 
qui, joint aux points C, C, donne les cordes CD, CD faisant entre 
elles l'angle donné. La même circonférence coupe la courbe en un 
second point D' qui , joint à C et C, donne les cordes D'C, D'C, dont 
l'angle est supplément de l'angle donné ; mais si on tire les dia- 
mètres MM', NN' parallèles aux cordes CD, Gliy on a un premier 
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système de diamètres conjugaés faisant entre eux Fangle donné. 
Les diamètres PP' et QQ' étant parallèles aux cordes D'C, D'C, on a 
uneseconde solution du problème, car ces deux diamètres font quatre 
angles, dont deux sont égaux à Vangle GD'C et les deux autres 
égaux à son supplémentaire, c'est-à-dire à l'angle donné XYZ. 

Ainsi dans l'ellipse il y a deux systèmes de diamètres conjugués 
faisant entre eux un angle donné ; il ne peut pas y en avoir da- 
vantage , car une circonférence ne peut couper une ellipse en plus 
de quatre points. 

Les deux systèmes de diamètres conjugués se réduisent à un seul, 
lorsque les cordes sont parallèles à celles qui vont d'une des extré- 
mités du petit axe aux extrémités du grand , et lorsqu'elles sont 
perpendiculaires entre elles. Ce cas se présente lorsque Ton veut 
trouver les axes. 

93.— Reprenons l'équation (2) 

.a = ^ , 

faisons w = -, il vient 



OL = — r — = . 

2a 

On voit que dans l'hyperbole, quelle que soit la valeur deK, c'est- 
à-dire quel que soit l'angle donné il y a toujours deux cordes sup- 
plémentaires faisant entre elles cet angle. 

L'équation 

2p _ 2ab' 



tang V : 



y{m-\-i) y{m-\-i) 



montre que les angles de deux cordes supplémentaires sont tou- 
jours moindre que 9(f , c'est-à-dire qu'ils sont tous aigus,* leurs 
valeurs varient entre et 90*, puisque tang V varie entre oc et 0. 

L'expression de a , comme pour l'ellipse , permet de trouver deux ^^^ gg 
diamètres conjugués faisant un angle donné. Pour les déterminer 
graphiquement, sur un diamètre quelconque fiC décrivons un seg- 
ment capable de l'angle donné, cette circonférence coupe l'hyperbole 
en quatre , B, G, D, D', Supposons que le point appartienne à l'arc 
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correspondant au segment capable de Tangle donné; tirons les 
lignes DB, DC, on détermine ainsi deux cordes supplémentaires 
faisant entre elles l'angle donné ; si on mène les deux diamètres 
HH', LL' parallèles à ces cordes, on a un système de diamètres 
conjugués répondant à la question. Joignons D' aux extrémités du 
diamètre BG , les cordes D'B, D'C font un angle qui est le supplé- 
ment de Fangle donné; donc si on mène des diamètres qui leur 
soient parallèles, on obtient H.H', 9 L.L'i donnant un second système 
de diamètres conjugués faisant entre eux Fangle donné. 

Ainsi il n'y a que deux systèmes de diamètres conjugués dans 
Fhyperbole à faire entre eux un angle donné. Ces deux systèmes se 
réduisent à un seul lorsque l'angle est égal à celui des asymptotes 
ou bien qu'il est droit. 

94.— Des propriétés des cordes supplémentaires on va déduire 
une méthode graphique pour la construction d'une tangente en un 
point donné sur la courbe , ou parallèlement à une ligne donnée. 
Fig. es. Considérons le premier cas ; soit M le point donné sur la courbe , 
je tire le diamètre MN allant au point de contact , on sait que la 
tangente en M est parallèle aux cordes relatives à ce diamètre , 
alors cherchons une de ces cordes. Pour y arriver tirons une corde 
CB parallèle à MN, puis traçons la corde CD supplémentaires de CB, 
GB étant parallèle à MN, CD est parallèle au diamètre conjugué 
de MN, et par suite CD est une des cordes relatives au diamètre 
NM ] donc en tirant par le point M une parallèle à CD, on aura 
dans cette ligne MT la tangente à la courbe; si au point N on tire 
une tangente, on voit qu'elle sera parallèle à MN; donc les tan- 
gentes aux extrémités d'un même diamètre sont parallèles. 
Fig. 65. 95. — Prenons le cas où on demande une tangente parallèle à une 
ligne donnée. Soit XY cette ligne. La question se réduit à trouver le 
point de contact ; dans ce but je tire la corde CD parallèle à XY , 
puis sa supplémentaire CB. Menons le diamètre MN parallèle à 
CB , les points M, N sont deux points répondant à la question ; car 
si par ces points on tire des parallèles à CD , on a deux tangentes 
MT, NT' qui étant parallèles à CD le sont à la ligne donnée XY, 
puisque CD a été tirée parallèlement à la ligne donnée. On voit 
que ces méthodes sont beaucoup plus simples que celles exposées 
précédemment. 

96. — On a trouvé qu'entre deux diamètres conjugués il y a la 
relation aa' = m; pour qu'ils soient perpendiculaires il faut que 
i2a!z= — 1 , ou w = — 1 ; dans le cas où la courbe est une ellipse , 
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m = ;5 donc dans l'ellipse il n'y a de diamètres conjugués rec- 
tangulaires que les deax axes de la conrbe; dans le cas où la 
conrbe est une circonférence 6= a, alors /w= — 1 ; ce qui prouve 
que tous les diamètres conjugués sont rectangulaires. Dans Thy- 

perbole /»= + -;, par conséquent m ne peut être égal à — 1 ; donc 

dans cette courbe il n'y a de diamètres rectangulaires que les deux 
axes. Ainsi on voit que dans les courbes du second degré à centre 
il n'y a qu'un système de diamètres conjugués rectangulaires , qui 
sont les axes de la courbe ; la circonférence fait seule exception, 
cette courbe ayant tous ses diamètres conjugués rectangulaires. 

97.— L'équation des courbes à centre, rapportée à deux dia- 
mètres conjugués , est de la forme Mj:' + Nr' = P ; car les cordes 
relatives à l'un des diamètres étant parallèles à l'autre, il s'ensuit 
qu'à une abscisse correspondront deux ordonnées égales et de 
signes contraires; donc il n'y a dans l'équation qu'un terme en j< 
qui est dn second degré ; le même raisonnement prouve que le seul 
terme en x^ que doit contenir l'équation, est du second degré; 
ainsi l'équation doit être de la forme indiquée ci-dessus. 

Prenons pour axe de coordonnées un diamètre et une tangente 
à son extrémité, l'équation de la courbe devra être de la forme 
M^'-j-Nx" -f- Q-^ = ; car l'origine étant sur la courbe, il ne doit 
pas y avoir de terme indépendant des variables; en outre la tan- 
gente étant parallèle aux cordes que divise le diamètre , qui vient 
à son point de contact, en deux parties égales , il s'ensuit qu'à une 
abscisse correspondront deux valeurs de y égales et de signes con- 
traires. Ainsi l'équation de la courbe doit être de la forme M^'' -f- 
Hx* + Q-a^ == 0. On va démontrer qu'il n'y a que pour un tel 
système d'axes que la courbe peut avoir une équation de cette 
forme. 

L'équation des courbes du second degré , rapportées à leur som- 
met et à l'axe passant à ce sommet , est^* = ma:' -f- ^P^ > ^^ ^* 
chercher les conditions pour que l'équation de ces courbes conserve 
la même forme , les axes de coordonnées étant obliques. 

Les formules pour passer d'un système d'axes rectangulaires à 
un système d axes obliques , sont x =^ a'{- x^ co%a-\' y cosa!y 
y =ib + x^ sin a +y sin a', a^b étant les coordonnées de la nou- 
velle origine ; remplaçant x, y par ces valeurs dans l'équation de 
la courbe , il vient 



Digitized by LjOOQ IC 



118 TRAITÉ DES LIGNES 

(6-f jc'sina+y8ina')' = m(a+j/cosa-(-ycosa')-f 

2/?(a + J7'C0Sa+yC0Sa'). (1) 

Développant et ordonnant par rapport à y, Féquation (1) devient 

y (mcosV— 8inV)-fjr'y(2mcosacosa'— 2sinûtsina')-f- 
, /2 macos a! — 26 sin a \ + a:'" (m eos *a -- sin *a) + 

'^^ \+2/lC08a' / 

+ x' ( 2ma coSa — 26 sin a -f ^Z' ^s a) +.m^^' + 2/i^i — 6* = 0. 

Pour que cette équation soit de la forme j""" = mx^ -f- 2px , il 
faut qu'on ait 

(2) m ces a cos a' — sin a sin a = 0, 

(3) 6'— ma'-~2pû = 0, 

(4) wa cos J — 6 sin a' -f-;? cos a = 0. 

La condition (3) indique qu'il faut que rorig;ine des coordonnées 
soit sur la courbe. 

L'équation (2) peut se mettre sous la forme tang a tang a! = m, 
égalité qui montre qu'il faut que les axes soient parallèles à un 
système de diamètres conjugués. On va montrer que l'axe desj^ est 
langent à la courbe;, en effet , l'équation (4) peut se mettre sous la 

forme tang a! = — ~-^ , or l'équation de la tangente à la courbe 

ma + p . pa . 
au pomt jK' = a,j^=r6^ estj^ = r^-^+S-J «onc le nouvel 

b 

axe des^ et la tangente de la courbe à la nouvelle origine des axes 
de coordonnées sont parallèles, puisque les angles qu'ils font avec 
l'ancien axe des x ont des tangentes égales. Donc le nouvel axe des 
y est tangent à la courbe à Torigine des nouvelles coordonnées. De 
ce que les nouveaux axes sont parallèles à un système de diamètres 
conjugués 9 puis en outre de ce que l'axe des^ est tangent à l'ori- 
gine à la courbe , il s'ensuit que Taxe des x est un diamètre de la 
courbe. Donc pour qu'un système d'axes de coordonnées soit tel 
que l'équation de la courbe ait la forme y^ = mx'' + 2/?a:, il faut et 
il suffit que Forigine soit en un point de la courbe, puis ensuite que 
les axes soient l'un tangent à l'origine des coordonnées, et l'autre 
diamètre de la courbe. 
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98.— Ayant égard aux équations (2), (3), (4), réquation (1) devient 

jr" (/» COS*a' — Sin ""a) -}" J:'' (w COS'a — sin*a) -f 
4- 2 JC' (m<2 COS a — 6 sin a -j- p COS a) = . 

Les points où la courbe coupe Taxe des x sont 

, ^ , ^ , 2(maCOSot — ^sina4-0COSa) 

sin a — mcos a 

Si on désigne par A', B' les demi-diamètres conjugués parallèles 
aux axes , on a 

macosa — ^sina-f-pcosa 

sin*« — mcos^a 

Pour obtenir B' mettons pour x la valeur x = A! dans Téquation 
de la courbe , on a alors 

„, a , . a ,, , (wCOS'a — 8in'a)(/7lâCOSa— ^Sina-f-pCOSa)"* , 

' (Sm (Z— /WCOS'a)* 

, ^ {macosa — Z^sina -f /ycosa)* __^ 
"• mcos^'a — sin'*» '■ ' 

réduisant tous les termes au même dénominateur, puis résolvant 
l'équation par rapport à y , il vient 



„_(sin*a— /llC08^a)'(maC0S*a — ^Siu a +jPC0Sa)'4- 
"' (sin'a — mcos'a)" 
+ 2(mûcosa— 6sina+pcosa)'(8in'a — mcosM 
(wcos^a — sinV) ^' 

d'où on tire 

__ (sin'g — wcos'g) (macosa+Z^cosa — 6sin«) + 

(sin^'a — WCOS'ot) 
-f-2 (/waC0Sa-4-i>C0Sa—- ^Sina)* 
(mcos'a — sinV) 

Ainsi les équations qui déterminent deux diamètres conjugués > 
l'extrémité de l'un d'eux étant fixée, sont 
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tanga X tanga =/», tanga' = — t"^* b''=ma' -^^pa. 
cos a ( ma +/?) — bsiua 



, COS'a (tg ^a—m) {ma-^-p—b i^uf COS*a4-2COS^a(/»a-|-^— 6 tga)'' 



COS'a(taDgV — m) ' 
cos'a (tang^^a —m) [m — tangV)cos^a' 
Les valeurs de A'^ B" peuvent encore se mettre sous la forme 
ma'\-p — ^tanga 



cosa(lang^a— w) ' 

la-^p — b tang a)'+2 

cos ^a' (tang *a — m) [m — tang ^a') 



cos 'a (tang *a — m) (ma-^p — b tang a)'+2 {ma -\-p — b tang a)' 
B ^= — — — — — — — — — 



99. — On va maintenant chercher Téquation de la courbe rap- 
portée à son centre et à deux diamètres conjugués ; on a vu qu'à 
de tels axes l'équation était de la forme M j:' + Ny + ^ = ^- Ainsi 
cherchons les conditions nécessaires pour que l'équation (1) puisse 
être ramenée à cette forme. 

On voit à l'inspection de l'équation qu'il faut qu'on ait 

(U) m cos a COS cl — siu « siu a' = 0, 

(V) cos à' {ma -\-p) — b sin a' ;= 0, 

(X) cos a {ma -\-p) — ô sin a=0. 

L'équation (U) peut se mettre sous la forme tang a tanga' = m, 
c'est-à-dire qu'il faut que les deux axes soient parallèles à un 
système de diamètres ; mais comme ils passent par le centre, dont 

è = , ût = — — sont les coordonnées , il s'ensoit que ce sont ces 

diamètres eux-mêmes. Les équations (Y), (X) sont satisfaites d'elles- 
mêmes par la position qu'on a donnée à l'origine ; ainsi on voit qa'il 
faut et il suffit, pour que l'équation soit de la forme Ma:' -f Nj -f- 
P = 0, que les axes de coordonnées soient deux diamètres con- 
jugués. 
Par ces conditions l'équation (1) devient 

(Y) j^" (m cos' a — sin' a') -)- x'' [m cos' « — sin' a) = ^. 
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Alors les carrés des deux demi-diamètres conjugués ont pour 
expression 



A'^ = -T~— f— 7-^, B" = 



m {m cos ""a — sin 'a) ' m (m cos V — sin ""c/) ' 

Eemplaçons dans l'équation (Y), les coeflBcients des ordonnées 
par leurs valeurs en fonction des demi-diamètres conjugués, on a 

<« 

y'é-'+-"£-^=î on AV+B'V=A"B". 

100. — ^Dans l'hyperbole il n'y a qu'un des diamètres conjugués à 
couper la courbe ; en effet , supposons A'' >> , on ya montrer que 
B'^ < 0. On a 



B'' = 



wicos*a' ( m — tang V) ' 
et comme tang a tang a=m,\l s'ensuit que 

_2! y tang 'g 



B'^ = 



,,/ m \ /w'^cos a (tang 'or — m) 

WCOSV TW — : r-l "° 

\ tangua/ 



tang 
A'* a été trouvé égal à 

P' __ P' , 

m(mCOS'a — Sin'a) wCOS'a (m — taug'a)* 

Ainsi 

P^ tang' « ^ ,a P' 



B'' = 



m" cos' a (tang* « — m)' m cos' « (m — tang' a)' 



On voit que si m est négatif , comme cela a lieu dans l'ellipse , 
.\'% B'' sont tous deux positifs ; si m est positif, ce qui est le cas de 
l'hyperbole, on voit que A'% B" sont de signes contraires ; donc si 
A'* > , B'* < , c'est-à-dire que l'axe des j^ ou le diamètre con- 
jugué sur lequel sont comptées les ordonnées ne coupe pas la 
courbe. 
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Donc dans l'hyperbole il n'y a qa'un des diamètresi conjogaés à 
couper la courbe. 

101.— Cherchons la condition à laquelle doivent satisfaire a, a 
pour que les diamètres conjugués soient égaux ; en posant A" =6", 
il vient 



m {m cos'* a — sin* a) m (cos* xim — sin" a ) ' 
ou 

m cos* a' — sin"* a = m COS' a — siu* a ; 

remplaçant sin* a, sin* a par 1 — cos* a, 1 — cos* a, la dernière 

^alité se transforme en cos* a ( 1 -|- m) == cos* «' ( 1 -}- m) -, donc 

cos* a = cos* a', siu* a = siu' a' , puis enfin tang* a = tang* a', ou 

tang a = d= tang a' ; mais la condition que les diamètres soient coq- 

h' 
jugués , donne tang a tang a' = w ; or, dans l'ellipse w = — ;• 

donc il faut prendre la valeur tang a' = — tang a ; alors on a 

tang a = dz - ; la première valeur est pour l'un des diamètres , el 

CL 

la deuxième pour l'autre. Pour construire ces deux diamètres, il 
suffit de former le rectangle circonscrit à rellipse, ayant les axes 
pour côtés; ce qui se fait en tirant des parallèles aux axes par les 
Fig. 66. quatre sommets M, N, P, Q ; puis tirant les diagonales de ce rec- 
tangle , on a dans ces lignes les deux diamètres conjugués égaux 
de l'ellipse; car du triangle MAD on tire 

b 
MD = AM X tang MAD , d'où tang MAD = - = tang a. 

a 

L'ellipse rapportée à ses diamètres conjugués égaux a pour 
équation y -|- x'* = A'* ; équation qui est la même que celle d'une 
circonférence quand les axes sont rectangulaires , et leur origine 
en son centre. 

ta 

Dans l'hyperbole m = - , donc tang a , tang a' doivent être de 

CL 

même signe , alors tang a = zt - ; ainsi dans cette courbe les deux 

CL 

diamètres égaux se réduisent à l'une des diagonales du rectangle 
formé sur les axes de la courbe. 
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P' Th^râme. 

102. — Od va démontrer que dans une courbe du second degré le 
^ctangle construit sur les axes est équivalent au rectangle construit 
ir deux diamètres conjugués quelconques. 

Xles expressions des diamètres conjugués on tire l'égalité 



A'^B'* = 



nC (cos* a — sin* a) (mcos* a' — sin* a') 

f 



/w*[l»'C0S*aC0S*a' + sin"a8in'a — I» (C08* a siu' «'+ OOS* a' SÎn* a)] ' 

lais de Véquation (U) on tire, en élevant ses deux membres au 
arré , 

ni^ COS' a COS* a' -|- Siu' a SÎU' «' = 2/71 COS a COS a' siu a Siu a' j 

emplaçant m' cos" a cos* a' -|- sin' a sin* a' par sa valeur dans Tex- 
ression de A'*B'*, il vient 

l'*B'*= , — — • 

w' [ — m (cos* a sinV-|-<x)8'a'sin' a— 2cosaco5a'xsinasina )] 

>r, on sait que sîn (a' — a) == sin a' cos a — sin « sin a', ce qui donne 

sin' (a' — a) = sin' a' cos' a + sin a cos' a' — 2C0S a COS a' siu a sin a', 

ilors la valeur de A"B" devient 

A"B''= r-i^T-r \. ou A'B''XSin'(a'~a) = -^3, 



>u bien enfin 



sin (a' — a) 



-a)AB' = -±lz' X^- 



V-ni 



m 



[)n voit que 4A'B' sin (a' — a) est la valeur du parallélogramme 
MNPQ, car il a pour expression 4AC x HD, mais HD = AH x 
sin HAC = AH X sin HAC'j les deux angles HAC, HAC étant Fig. 67. 
supplémentaires, leurs sinus sont égaux, donc AH x sin HAC = 
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AH X sin HAC ; en outre HAC = a' — a, puis AH = B'. Donc 

enfin AC x HD== A'B' sin (a' — «), par conséquent le parallélo- 

gramme MNPQ aura pour expression 4A'B' sin (a' — a). 

On est parvenu à Tégalité 

sin (a' —a) A'B' = - '^^ 



\/ — m . m 

supposons que la œurbe soit une ellipse , 



bi 



m= ;, /?=— , alors A'B' sin (a'--a)=— — = ab, 

Qr CL V U 

a a* 

ou 4 A'B' sin (a' — a) = ^ab. Donc le rectangle construit sur deui 
diamètres conjugués est équivalent à celui construit sur les axes. 

ta JLa 

Si la courbe est une hyperbole m = — , /? = j mais avant de 

Cl a 

faire la substitution des valeurs de m^p^ il faut remarquer cpiele 

produit A'^B'' est négatif, puisque Tun des axes est imaginaire , la 

courbe n'étant coupée que par Fun d'eux ; par conséquent poor 

avoir l'expression de l'aire du parallélogramme construit sur ces 

deux diamètres conjugués , il faut changer le signe de la valeur de 

A"* B'% alors il vient 

A'B' sin (a' — a) = ^ == ab. 

Donc dans les- courbes du second degré à centre le rectangle 
construit sur les axes est équivalent au parallélogramme construit 
sur deux diamètres conjugués quelconques. 

11^ Théorème. 

103.-— Dans les courbes du second degré à centre la somme al- 
gébrique des carrés de deux diamètres conjugués quelconques est 
égale à celle des carrés des axes. 

Dans l'ellipse les carrés des diamètres conjugués sont toujours 
positifs , puisque tous deux coupent la courbe ; alors , d'après le 
théorème , on aura la relation a* + ^* = A' + B". Dans Thyper- 
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oie, Tun des carrés étant négatif, on a a^ — b'zrz A" — B" ; on 
trouvé 



m(OTCOS^a-— sin*a)' m(wcos*a'— sin^a')' 

m^ cos^ a cos* a' = sin'' a sin* a'. (3) 

Il fant éliminer a, o! entre les équations (1), (2), (3). Uéqua- 
[ion (3) peut se mettre sons la forme 

m* cos"* a cos' a! = sin' a sin'ja'. 

De réquation (1) on tire 

mA" (1 + m) ' mA'=» (1 -f m)' 

n se servant de la relation sin^ « -f cos* <? = i . 
On tire de même de l'équation (2) 

nibstiluant ces valeurs dans l'équation (3) , il vient 

m' [mM* J\^p*) {rnS' +/) = (/»'B'* -/?') (m'A'' - p'). 

Od peut mettre cette égalité, en développant chaque membre, sous 

la forme 

m' K A'^B'^-f /j>'m( A'^4-B'')+/^*] = m4A''B'*-/?W(A''+B'')+;>4. 

Supprimant les termes communs aux deux membres et rapprochant 
les termes semblables , on a 

m' (A'^ -f B'")/7* (1 + m) =p^ (1— m') , 

tfoù on tire enfin 

que la courbe soit une ellipse, w = ^ , /? = -, 



»tela dernière égalité devient 
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^ i"" — A4 /^ _ h'\ ~ ^' _ A» ~ fl*— A' 



A" -I- B" = rr^^ ;^ = r, = -. \.. -= « +«| 

Donc A" + B" = a'-\- b'. 



■b*/ a' -b' \~ a'-b' a'-b' 



6' b' , 
Dans l'hyperbole m =—., /» = ;, alors on a 



bWa^--bt\ 



«4\^ a" 



M /fMi^\ «' + ^' 



la quantité B'^ est négative si on prend pour axe des y celai qui oe 
coupe pas la courbe. Donc on a A'* — B" = a* — b\ 

Ainsi dans les courbes du second degré la somme algébrique des 
carrés des diamètres conjugués est égale à celle des carrés des 
axes. 

On peut énoncer ce théorème pour chaque courbe en particu- 
lier, de la manière qui suit. Dans l'ellipse , la somme des carrés de 
deux diamètres conjugués est égale à celle des carrés des axes. Daos 
l'hyperbole la difiërence des carrés de deux diamètres coojugaés 
est égale à la différence des carrés des axes. 

104. — ^Des courbes du sfacond degré rapportées à une tangente et 
au diamètre qui passe à son point de contact. 

L'équation des courbes du second degré» rapportées à une tan- 
gente et au diamètre passant au point de contact , est de la forme 

On démontrerait de la même manière que , lorsque les axes sont 
rectangulaires, pour tout point hors la courbe on a y — mr 
— 2p'a: > , puis ensuite que pour un point à l'intérieur de la 
courbe on a j^' — mV — 2p'x < 0. 

105. — L'équation d'une tangente à la courbe au point {x\ y) est 
dans ce système de coordonnées xk' = m'xx' -|-/?'(jc -|- x'). De là 
on déduit que si par le point {x\y') on mène des tangentes à la 
courbe , la ligne qui passe par les points de contact a pour équation 

(1} yy = m'xx" +p'(x+ a:"). 
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Si dans l'équation (1) on fait j^ = , on en déduit x = , ,; . — j. 

mx '\'P 

Oa iroit que le point où cette ligne coupe Taxe des x est indépen- 
daol de l'ordonnée du point d'où partent les tangentes. Donc si par 
un point quelconque du plan on tire une série de sécantes, puis 
qu'aux points où elles coupent la courbe on mène des tangentes, ces 
tangentes vont se couper sur une ligne parallèle au diamètre con- 
jugué de celui qui passe au point de concours des sécantes. 

De ce théorème on déduit, que si le point donné est sur l'un des 
axes de la courbe le lieu d'intersection des tangentes menées aux 
points où les sécantes, partant du point fixe , coupe la courbe , sera 
une parallèle au second axe. 

€e théorème qui se démontre facilement par l'équation de la 
sécante passant par les points de contact des tangentes menées d'un 
point extérieur à la courbe , peut se démontrer directement. 

Théorème. 

106. — Par un point du plan on mène plusieurs sécantes, aux 
points où chacune d'elles coupe la courbe on tire les tangentes à 
une courbe du second degré ; démontrer que toutos ces tangentes 
se coupent sur une ligne droite parallèle au diamètre conjugué de 
celui qui passe au point fixe. Soient a, ^ les coordonnées du point 
donné , l'équation d'une ligne quelconque passant par ce point est 
y — p = A.(a7 — a); soicut [pd ^y'), (x^\ y') les points où elle coupe 
la courbe , les tangentes en ces points ont pour équation 

jry = mxx' -{-pix + j/), yy == mxx" + p(x-^ x"). 

La question est maintenant ramenée à l'élimination des quantités 
A, x\y\ x\y' entre les équations (I), (2), (3), (4), (5), (6). 

• (1) yy:=mxx' + p(x-\'X'), 

(2) yy' = mjcx''+p(x + x\ 

(3) /_p=A(x'^«), 

(4) . y'-p = A(a:"-.a), 

(5) y' = mx" + 2px\ 

(6) y"'=:mx"' + 2px". 

Les équations (1), (2) existant simultanément, expriment que 
X', y représentent les coordonnées du point d'intersection des tan- 
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gentes; les équations (3), (4) expriment qae les points de contact 
sont sur la droite^ — p == A (x— a) ; enfin les équations (5)» (6) 
expriment que les points (^',y), (j^'S j^") sont- sur la courbe. Ainsi, 
par la simidtanéité de ces équations , toutes les conditions du pro- 
blème sont exprimées, l'élimination entre elles des quantités A, a:\ 
y, x"yy produira une équation en j:, ^, qui sera le lieu démon- 
trant le théorème énoncé. 

107. — Cette méthode qui est la plus directe est fort longue ; on 
peut en employer une seconde beaucoup plus courte. 

Soit (J^'\y') le point d'intersection des deux tangentes; la sé- 
cante passant par leurs points de contact a pour équation 

yjr" = mxx" + ;? (jp -j- x") , 

qu'on peut mettre sous la forme 

mx"-^p . px" 

L'équation ^de la droite passant par le point donné (a, p) est 

r— P= A{J? — a). 

Le point (a:", y") doit être tel, que l'équation 

ma:" 4-0 , px" 

soit identique avec j^ — p = A(a: — a). Condition qui donne les deux 
' équations 

(1) A===-— ^, p-A« = ^. (2) 

Eliminant entre ces deux équations A , l'équation en jc'\ y" sera la 
relation qui doit exister entre x'\y pour que la ligne passant par 
les points de tangence passe au point donné. 
De l'élimination de À entre (1), (2) , il résulte 

•^ ■- p -^ + J' 

équation qui est celle d'une droite quel que soit le point donné. 
On va montrer qu'elle est parallèle au conjugué du diamètre 
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passant par le point donné (<x, P). En effet, l'éqaation du diamètre 
passant par ce point est 



m 



L + t) ou ^ = -^(x+^). 
V m/ •^ mx'\-p\ ' m/ 



L'éqaation du conjugué sera 

à cause de la condition tang a' x tang a = m = tang a x — ^ 



M' 



qui donne tang a' = 






Donc le lieu trouvé est parallèle au diamètre conjugué de celui 
passant par le point fixe. Le théorème se trouve ainsi démontré. 

On va examiner les positions qne prend cette droite suivant 
celles qu'on donne au point fixe. 

108. — Supposons que le point donné soit sur l'axe des x ainsi 

que 3 = 0, l'équation du lieu devient a: = —, — , ce qui 

ma-f-p ^ 

donne une ligne parallèle à l'axe des ^; ce qu'on pouvait prévoir 
puisque cet axe est le conjugué de Taxe des jc. 

Si la courbe est une parabole et que le point donné soit sur son 
axe, il vient pour l'équation de la droite x= — a. Donc dans une 
parabole, si par un point pris sur son axe on mène une série de 
sécantes , et qu'aux points où elles coupent la courbe on mène des 
tangentes, ces lignes se coupent sur une parallèle à Taxe des^, 
tellement située que l'axe des j^ est à égale distance du point fixe 
et de cette droite. On conclut de là que si le point donné est le 
foyer, le lieu résultant est la directrice; une pareille conclusion 
s'applique à toutes les courbes du second degré. 

109. — En effet, les coordonnées des foyers sont 



r = 0, X-. 



en conséquence faisons, dans l'équation du lieu , 
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P 



p=o, « = 



il vient 



V/i + i 



i±.V\+m -£ 

i±i/i+m 

-P[ -P 



p(iJ^m)±pl/i-\'m ±\/i+m (idbV/Tf^) 
Ainsi réquatioQ du lieu est 



équation qui est celle des directrices. Donc si par le foyer dans une 
courbe du second degré on mène des sécantes , et qu'aux points 
où elles coupent la courbe on tire des tangentes , ces lignes vont se 
couper sur les directrices. 

iiO. — Supposons que le point fixe soit Tun des sommets de la 
courbe, c'est-à-dire l'origine des coordonnées, le lieu qu'on doit 
trouver est l'axe des^ , puisque cette ligne est une tangente fixe . 
les sécantes passant toutes au sommet. 

moi -f- p pot 

Si dans Téqualion^ = — ~-^ ^ +q on fait a = o , P = 0, 

P P 

il vient /?j: = 0, ou x = , c'est-à-dire que le lieu est Taxe des j . 

111. —Prenons le deu 
jB = 0, on a dans ce cas 



2p 

111. —Prenons le deuxième sommet pour point fixe, a = — — , 

m 



^ __ — 2p 



le lieu est une ligne parallèle à l'axe des^ passant au second som- 
met, ce qui devait être pour la même raison que ci-dessus. 
Enfin prenons le cas où toutes les sécantes passent au centre, 

« ^ P m 

^ = 0, a = — — , onaj: = ; — = oc. 

m' —p-tP 
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Oo voit qoe le lieu est une ligne paràldle à l'axe des y située à 
Vinfini ; on pouvait le prévoir^ car en sait que les tangentes à l'ex- 

trémilé d'un diamètre sont parallèles. L'expression x = — ~— 

peut se mettre sous une forme telle, qu'on puisse voir que plus le 
point fixe situé sur Taxe des x se rapproche du centre, plus le 
liea d'intersecttoi des tangentes s'éloigne do sommet ; car posons 

a = — ^ — K; lorsqueK ==0, a== — — ; le point sera au centre; 
m m 

remplaçons a par sa valeur, il vient 

Ainsi pour p = 0, a = — — — K , on voit que l'équation du lieu est 



("•+« 



plosK ira en diminuant, plus x croîtra, plus la droite s'éloigaera 
du sommet et plus le point fixe s'approchera du centre \ enfin pour 
K=0, vc = oc , c'est-à-dire que les tangentes sont parallèles. Ce 
résultat pourrait servir à prouver que les tangentes aux extrémités 
d'un diamètre sont parallèles , si on ne Favait pas antérieurement 
démontré. 

Problèmes. 

112.— Sur les courbes du second degré il y a des problèmes 
qn'ilest utile de résoudre^ à cause des propriétés qu'ils font dé- 
couvrir. • 

I. 

Trouver le lieu des points tels qu'en menant des tangentes à une 
courbe du second degré , ces tangentes se coupent sous un angle 



^^'{x'^y) un des points du lieu, les équations des tangentes 
partant de ce point seront de la forme 
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La condition pour qu'une ligne soit tangente est mjB'— 2f»pa-f-/7'=0, 
^ = ox -}- P étant l'équation de la droite ; en conséquence , pour 
exprimer que la droite^ — j^' = A (x — x') est tangente , il suffit 
dans l'équation de tangence de remplacer « par A , et p par^'— Aj:' j 
on a alors l'équation 

(1) m (y - AxJ -2p{y- Ax') A ^f = 0, 

Les deux valeurs de A déterminent les deux tangentes qu'on peut 

mener du point {x\ y). 

L'angle des deux droites y --y= A {x^af) et y— y' = A' (or— j:') 

A— A' 
a pour tangente ■ , ; si donc on désigne par P la tangente de 

1 "y" Aa. 

Tangle donné , on a pour seconde condition que doivent remplir les 
tangentes, l'équation 

Les quantités A, A' devant être les racines de Féquation (1) , it 
s'ensuit qu'on a une équation de condition de plus , qui va per- 
mettre d'éliminer A, A', et d'avoir par suite le lieu demandé. 

Ordonnons l'équation (1) par rapport a A , il vient 

A\mx'' + 2px') - 2Ay [mx'+p) + my* -\-p* = 0. 

Dans une équation du deuxième degré , on sait que A, A' étant 
les deux racines , 

"^"^ ■" mx'^ + ^pœ" ^ -t- ^ - mx'^+2px' ' 

de ces deux égalités il faut déduire A— A'. 

Pour simplifier posons momentanément A-|-A'=M, et AA'=Q, 
élevons les deux membres de la première égalité aux carrés , et 
retranchons-en membres à membres la deuxième égalité 4 A A'=iQ, 
on a « 

A*+A''+2AA'— 4AA'=M*— 4Q, ou (A-Ay = M*-4Q, 

par conséquent l'équation du lieu cherché est 
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(3) P== ^J^^"^^Q , ou P(1+Qr==M--.40; 
remplaçant M, Qpar leurs valeurs, Téquation (3) devient 

réduisant tous les termes au même dénominateur, et simplifiant 
ensuite, il vient 



m(y' +x'') + 2px' •^^p^ = ^yy*—mx''^2px\ 



w 



On voit que l'équation est du quatrième degré, puis ensuite, pour 
que le lieu existe , il faut que y* — /wx" — 2/?j:' soit plus grand que 
zéro , donc tous les points du lieu demandé sont hors la courbe ; 
résultat connu à priori. 

113. — Supposons que la courbe soit une parabole , alors m = , 
l'équation du lieu est 



ou 



4 
Ainsi dans ce cas la courbe demandée ayant pour équation 

y — Fx^ — x' (2 -}- P")/» — i py = , 

4- 

est une hyperbole dont Taxe transverse est couché sur celui de la 
parabole ; les coordonnées de son centre sont 

Ïi4.— -Prenons le cas où l'on demande le lieu des points d'inter- 
section des tangentes se coupant à angle droit. 

9* 
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Dans cette hypothèse 1 +AM =s , donc P = œ. L'éqaation da 
lieu se transforme alors en 



mm Jr • 

et^'* — mx^'-^-^px' étant plus grand cjue zéro,, il s'ensuit que le 
deuxième membre est nul. 



+x^+BPf=^=o. 



(5) 
m m 

L'équation (5) est celle d'une circonférence dont le centre est sar 
Taxe des j:, et au centre de la courbe donné , vu que ses coordon- 

nées8ont^=o, x= — — . Sonrayonest 

«= » . 

-^ m 

p 
Si la courbe est une parabole, le lieu a pour équation a: = — -, 

c'est-à-dire qu'il est la directrice. Si la courbe est une ellipse, 

/7i = ; , /7 = — , le rayon' de la circonférence est 






Donc dans l'ellipse si on décrit du centre de la courbe une droon- 
férence dont Iç rayon soit Va* + b* , tous les points de cette courbe 
seront tels que les tangentes menées de ces points à la courbe se 
couperont à angle droit. 

Quand la courbe est une*hyperbole, l'équation du lien ponrant 
se mettre sous la forme 



-■+(^+£)"='-^. 
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indique que le rayon de la circoarérence est ^ ^ ; rempla- 
çant m, p par leurs valeurs, cette expression devient 

M/ g' - y \ 



ai 



ainsi R = \/a* — 6*. Donc , dans l'hyperbole , si des points de la 
circonférence démte du centre de la courbe avec un rayon égal à 

i/o" — ^' , on mène des tangentes à cette courbe , elles sont per- 
pendiculaires entre eUes. 

1 15.— Dans la parabole , le lieu jouissant de celle propriété est la 
directrice; connaissant dans l'ellipse la nature de ce lieu , on peut 
déduire celle de l'analogue dans la parabole , en considérant cette 
courbe comme la limite des ellipses qui ont un sommet et le foyer 
correspondant communs, mais dont les grands axes vont en crois- 
sant jusqu'à rinCni. 

En eéet , le point où la circonférence décrite du centre de l'el- 
lipse avec y^a* + b* coupe l'axe des x , est distant de l'origine d'une 

quantité égale à |/ût" -|- 6* — ^a ,• posons rf = — ( i/a* -f- &' — a ) , 
on va chercher ce que devient cette expression pour a = oc , le 
foyer correspondant au sommet qui est l'origine des axes res- 
tant fixe. Pour introduire cette condition dans le calcul , posons 

a — c = -j?, c étant égal à \/g' — 6' = c, alors c* = û' ^b* = 

a' + 7 /^* — ^? î do là on tire fr' = /?(a — 1 p)'^ transportant 
cette valeur de b* dans celle de <^ , il vient 



d=: 



-p{a-^lp) 



car d = — {l/a* -\-b'' — a) peut se mettre sous la form^ 
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— b' 



a-\-\/a'+b' 
divisant les deux termes de la valeur de a par a, on a 



-(-£) 



Faisaot eosuite a = ©c , il devient en déGnitive d = — ^. 

La courbe par cette hypothèse se change en parabole , puis la 
circonférence se change en une parallèle à Taxe des^ , vu que son 
ceiitreest à Tinfini sur Y^Lxe des x , puis ensuite que son rayon 



devient infini pour a = oc. Donc le lieu tel que si de ses points on 
mène des tangentes à une courbe du second degré , ces lignes se 

# coupent à angle droit > est dans l'ellipse une circonférence dont le 

rayon est R = ^à" + ^% et dont le^entre est au même point qne 
celui de la courbe ; ce même lieu est dans Fhyperbole une circonfé- 
rence àont R = \/a* — b^ est le rayon , et dont le centre est celui 
de la courbe ; enfin dans la parabole le lieu est la directrice. 

116.— La propriété qu'on vient de reconnaître par le calcul à la 
directrice dans la parabole peut se reconnaître par des considéra- 
tions géométriques. 

rig. 68. En effet , soit HH' la directrice , puis MP, IVIP' les deux tan- 
gentes partant de cette directrice; soit F le foyer, tirons les lignes 
FP, FF, puis les perpendiculaires PH, P'H' sur la directrice, la 
ligne MF'étant tracée ; les triangles qu'on obtient MPH, MPF sont 
égaux , car PH == PF, puis les angles MPH, MPF sont égaux, parce 
qu'on sait que la tangente divise l'angle HPF en deux parties égales ; 
en outre le côté MP est commun aux deux triangles , donc ces 
deux derniers sont égaux. Il résulte de là que PMF = PME, et 
que MFP est droit ; on démontrerait de même que P'MF = P'MH', 
puis ensuite que MfF est droit,- on a donc ISO** (division sexagc- 
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simale) == 2FMP + 2FMP', ou FMP + FMF = 90° 5 donc 1 angle 
des deux tangentes est droit. De ce que les angles en F sont droits , 
et qu'ils ont un côté commun MF, il en résulte que les lignes FP, 
FP' sont le prolongement Tune de Taulre. Donc, dans la parabole, 
la ligne qui contient les points de contact de deux tangentes par- 
tant de la directrice passe au foyer, puis en outre la ligne qui joint 
le point de concours des tangentes au foyer est perpendiculaire sur 
celle qui passe par leurs points de contact. Ces propriétés le calcul 
les avait démontrées. 

II. 

117. — ^Trouvar dans Fellipse le parallélogramme dont Vaire est pig. 72. 
unmaximuiki. • 

Soient ABGD un parallélogramme inscrit, et BH sa hauteur; sa 
surface que je désigne par S égalera AD x BH. Prenons pour axes 
de coordonnées les diamètres parallèles aux côtés de ce quadrila- 
tère; l'équation de la courbe rapportée à ces axes sera ^"y* + 
V'^x' = a'^b'^^ puisque Ojr, Ox sont 2 diamètres conjugués, a'=OM, 
6' = OP. Désignons les coordonnées du sommet B par x^ y^ on a 
alors 

^AD ^AB^ 



si a représente l'angle BAH , on tire du triangle rectangle BAH , 
BH = AB X sin a, substituant à AB sa valeur en fonction de^, il 
vient BH=2j^ sin a ; alors S = ADx2^ sin a = kxy sin « ,• mais x^y 

appartenant à un point de la courbe , on a j^ = — , V^a'' — x'' ; donc 



b' . . r-r. -, S „ 6' 



S = 4j:-,sinaV/«'— 07' ou^ = K=-,sin«^\/^'^^^'. (1) 
a \ a 

Telle est Texpression qu'il a'agit de rendre un maximum. Résol- 
vons Vèquation (1) par rapport à j: , il vient 

, _ a''b" sin g dz sin oui'b' \/a"b'' sin' « — 4K^ 

•^ - 26^sin'a ' • ^ ^ 

On voit qu'il faut pour que x^ soit réel que a"b" sin' « > 4K', 
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d'où Ton tire pour valeur maximum de K, K = •" — - — , et par 

suite S = 2a'fr' sin a. 
Fig* 73. AÎDsi deux diamètres conjugués étant donnés dans une ellipse, 
Taire maximum du parallâogramme inscrit » dont les côtés sont 
parallèles à ces deux diamètres , a pour expression S = lalV^m «. 
Les coordonnées d'uu des sommets sont 

a! b' 

valeurs qu'on déduit de l'équation (2) et de ceUp de la courbe ; 
construisons le parallélogramme circonscrit sur les deux diamètres 
MN, PQ, ses deux^diagonales ^2Cy bd ont pour équation 

y V V 

- = - ou y = ^,x, 
X a a 

ce qui montre que les sommets du parallélogramme inscrit maxi- 
mum sont sur les diagonales du parallélogramme construit sur les 
deux diamètres a\ b\ 
Désignons par S' Taire du parallélogramme abcd , on a 



a ^ao sm a 
S' = 4/x'6' sin a , donc — = ^ , .^ = 2. 



g_ Wysina 
S "~2a'6'sina 



Donc qaels qqe soient deux diamètres conjugués, si on construit le 
parallélogramme cii;conscrit à Tellipse ayant pour côtés ces deux 
diamètres , et qu*on en tire les diagonales , ces lignes vont couper 
la courbe en quatre points qui Joints deux à deux , forment un pa- 
rallélogramme inscrit dont les côtés sont parallèles aux diamètres 
en question , jouissant de la proprfété d'avoir la surface la plus 
grande de tous les parallélogrammes inscrits dans Tellipse , ayant 
leurs côtés parallèles aux diamètres dont il s'agit; en outre sa sur- 
face est moitié de celle du parallélogramme circonscrit correspon- 
dant. 

Les points G, G\ G", G"' où les diamètres conjugués coupent le 
parallélogramme maximum ABCD, jouissent d'une propriété assez 
remarquable consistant en la suivante : si sur ON = a' comme 
diamètre on décrit un circonférence , puis qu'au milieu I de ON 
on élève à cette dernière ligne la perpendiculaire lE > le point E où 
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elle Goupe la cîroonférence est sor un arc décrit du point O comme 

centre avec OG pour rayon ; en effet , du triangle rectangle OEN 

on tire 

• — > cù 

20E = a' ; donc OE = — r, 

valeur qu'on a trouvée être celle de OG. Si sur le demi-diamètre 
OQ on décrit une demi-circonférence , et qu'on élève en son milieu 
la perpendiculaire l'E', F étant sur la circonférence, les points 
G', E' sont sar un même arc de cercle décrit du point O comme 
centre avec OE' pour rayon ; car 

2ÔF' = y\ OF = -^ = OG'. 

V/2 

Cette propriété peut servir à construire le parallélogramme ABCD, 
si on ignore la méthode pour mener les tangentes en M, P> N, Q, 
qui déterminent les diagonales du parallélogramme ABCD. Repre- 
nons l'expression K=:2^'6'8ina, on sait que a'y = ab^ aeib 
désignant les demi-axes de la courbe, alors K=:2^26sina; pour 
que K soit un maximum on voit qu'il faut que sina = 1 ; c'est-à- 
dire a = 90*. Donc , le parallélogramme inscrit dans l'ellipse qui 
est un maximum absolu , est le rectangle inscrit dont les diagonales 
sont sur celles du rectangle circonscrit. 

De ce que a = 90®, il s'ensuit que a' = a, ô' = 6 , car a désigne pj^ ^^ 
l'angle des deux diamètres conjugués. Alors 

_ a _ b 

[/2 V^2 

ce qui donne pour les équations des diagonales du rectangle 
maximum 

j^ =— j:,^ = x, donc tangaxtanga'= i, 

a a ' o, 

ainsi ces diagonales sont deux diamètres conjugués ; désignons 
les par a\ &*, on a 



Digitized by LjOOQ IC 



140 TRAITÉ DBS LIGNES 

OA =0P +AF=^+7- = ^4^=OB'; 
' 2 ' 2 2 

on trouYerait de même que OB = — ~ — , donc OA = OB. Donc 

CCS diamètres conjugués sont égaux. 

Donc, dans l'ellipse , les diagonales du parallélo^amme inscrit 
maximum sont les clenx diamètres conjugués égaux, et secoo- 
fondent avec les diagonales du rectangle circonscrit. 

Supposons que à = 6 = R , l'ellipse devient une circonférence, 
alors 

on voit que dans la circonférence le parallélogramme inscrit maxi- 
mum est le carré inscrit. 



De la circonférence. 

118. —La circonférence est une courbe plane dont tous les 
points sont à égale distance d'un point intérieur qu'on nomme 
centre. D'après cette déBnition on va chercher quelle est son 
équation générale, 
rig. 75. SoitOA le rayon d'un circonférence que Ton désigne parR, 
soient J?x , fy les axes de coordonnées et MB , MC les ordonnées 
d'un point quelconque de la courbe ; désignons par /z , 6 celles du 
centre , et enfln par 6 l'angle JcPy ; en tirant la ligne OH parallèle 
à Pj: , on forme le triangle MOH , d'où on tire 

OM' = Ôh' + MH - 20H.MH.C0S0HM. 
Mais 

OM=R, MH = MB — 0D=^ — 6, OH=PB— DB=:c-û^ 
OHM = l80-ô, donc cosOHM = - cos6; 

substituant à la place de OM , MH , OH , cosOHM leur valeurs , 
il vient 

R"= (-^ - ^r + (^ - by-i-^ix^a) (y--ù) cose. 
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Eflbctaant les calculs indiqués , puis ordonnant par rapport aux 
variables x tiy , il vient 

ar^cos 4- j:* ^-^'^ — a:(2flt +2fecos ô) — j^ (26+ 2^ cos 6) + 
4-û' + ô*+2a6cosO--R* = 0, 

équation qu'on peut mettre sous la forme 

•^* +y + ^^y cos 6 — 2x (a + 6 cos e) — 2j^ (6 + a cos ô) -f 
+ «*+*• + 2a6cose—R' = 0. (1) 

• 
On voit que la circonférence, en coordonnées obliques, a une 
équation remarquable pir sa forme : car les coefficients des carrés 
des variables sont égaux , celui du rectangle des variables est le 
double du cosinus de l'angle des axes, celui de x au premier 
degré est le double de la distance à l'origine des axes du pied de 
la perpendiculaire à l'axe des x , prise en signe contraire. Car , 
soit OQ cette distance , on a 

PQ = PD + DQ = a-f-DQ, 

or, du triangle rectangle ODQ, on tire 

DQ=ODcose=6cose, donc PQ = a + 6cosô. 

Le coefficient de j^ à la première puissance est le double de la dis- 
tance du pied de la perpendiculaire abaissée du centre sur l'axe 
des j^ à l'origine P prise en signe contraire. Car 

PQ'^PD' + D'Q'=:6 + 0D'C0Se=:6-f flCOSG; 

enfin le terme constant est la différence entre le carré du rayon de 
la circonférence ^i le carré de la distance de son centre à l'origine , 
car du triangle OPD on tire 

OP===Mi"+ÔD— 2cosPDOxPDxOD===a' + 6'+2a6co8e; 

donc, le terme constant est OP* — R*. 

119.— Cette forme dans les coefficients de l'équation de la cir- 
conférence rapportée à des coordonnées obliques , permet de trou- 
ver la position du centre par rapport aux axes de coordonnées , 
ainsi que son rayon. En effet , soit 

9** 
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X*+^' — 2x^cosô + /»x + «>' + P=0 

réqoation d'une circonférence; pour que cette coarbe soit connue, 
il faut connaître la position de son centre relativement à deux aies 
flxes et son rayon; pour cela, désignons par a^ b^R, les quan- 
tités inconnues. L'équation donnée représentant une circonfé- 
rence, doit être de la forme 

j:'+j^* + 2j:^cos9—2a7(fl + *cos6) — 2^{ft-|-acosô)+ 
4-a' + ^'+2ât^cos0 — R' = 0; 

comme elle doit être d^un autre côté identique k Téquation pro- 
posée, il s'ensuit qu'on a les équations suivantes r 

(X) — ^=^ï4-^cosO, 

(Y) — 2=64.acos9. 

(Z) •^p=:a'-\'b'+ 2ab cos ô — R\ 

Des équations (X) et (Y) on tire 

ncosô — m mcosO — n 

^■" 2sin"0 ' ~"" 2sin*ô ' 

portant ces valeurs dans l'équation (Z), il vient 

__ n'cos*B + m*--\-m*cosî'^'\'n* — 4/»/icos6 , 
"~ 4sin*ô '^ 

, 2cosQ(in/icos'Q+m7i — /l'cosO-— m*cos&) 
"* 4sîn^ô ^ 

Simplifiant, la valeur de R' devient 

, — n'cos*6 — m'cos*6+'»'+«* — 2/n«cosé-|-2mncos^0 

— 4sin^6f ^' 

Cette valeur peut encore se simplifier en remarquant que 

#»* — m'cos'6=/n'8in'ô, m* — «'cos'0= /i*sin*ô, — 2m«cos9 + 
4- 2w/icos' 6=— 2//mcos9(l — cos'0)=:— 2w/isin'0cos6; 
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substHnant ces expressions dans R% on a 



sîn'6 (m*4- «" — 2m« cosO) nC -|- «* — 2/?m cos 6 

d'où 



^'" nïiï^ô ''^^ 48in'0 ^' 



t/^w'+w* — 2wnc086— -isin'Op 
R = ^ — . ^ 

2sinO • 

Ainsi les coordonnées da centre sont troavées, de même que le 
rayon, en conséquence tout est déterminé"; on voit d'après cela 
qne trois conditions sont nécessaires et sufllsantes pour déterminer 
une circonférence. Donc par trois points non eh ligne droite on peut 
faire passer une circonférence, mais une seule. 

Pour constrnire les valeurs de a et 6, Q faut procéder de la ma- pjg^ 75. 
nière suiyante ; soient Ojr, Ox les axes de coordonnées faisant Tan- 

gle e, prenons sur Qr, 0Q= — -, puis sur Oo:, 0Q'=— -- , et 

éleyons en ces points des perpendiculaires à Q^, Oj:, elles vont se 
cooper en un point A duquel on mène les parallèles AR , AR' aux 
axes; posons AR=a, AR'=i, il vient 

OQ=* + RQ=^+acose=— ^, 

0Q'=- 5=«+R'Q'=«+*«>se; 

aiosi, de la construction, on dédait les deux équations 

— --=a-f-^cos6, — - = 6-|-ûC08Ô, 

qui sont identiques à (X) et (Y) ; donc a, h qni représentent les coor- 
données du centre sont données sar la figure par AR et AR'. 
Ik)nc le point A est le centre de la circonférence dont 

x^-^'ï^y cos e-j-mjc-f 71^ 4-^ = 

estVéqaatioD. 
D'après l'équation (Z) , on a R' = a* + 6* -j- ^ab cos — /?, mais 

^'4-^' + 2^ècos6 = OA', puisqu'on a prouvé que a^ h étaient 
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égaux à AR, AK'; alors pour avoir R il suffit de décrire sur OA 
comme diamètre une demi-circonférence, puis de tirer la corde 

OH = l/p; et en joignant H à A , on a dans AH le rayon de la cir- 
conférence , car du triangle rectangle OHA on tire 

Âh"==ÔÂ"— oh' =(a'+6'+2aZ^ COS0 --/?). 
Ainsi tous les éléments de la circonférence dont 

x* +y + 2xy cos 6 + mx + ny -{-p = 

est l'équation, sont connus. Par la construction , on voit que pour 

que Téquation représente une circonférence, il faut que \/p soit 

< que J/^*6*+2a6cos0 ou [/p < OA. 

120.— Supposons les axes rectangulaires, alors cos6=0. Par 
conséquent l'équation générale devient 

(x-^ay+{jr—by='R.^ ou or^+y— 2^zx~2^j^ — R'=0. 

Ainsi l'équation de la circonférence rapportée à des axes rectangu- 
laires ne contient point le rectangle des variables, en outre les 
coefficients des deuxièmes puissances de ces variables sont égaux, 
s'ils sont l'unité ; les coefficients des premières puissances de x et 
dey pris en signe contraire sont le double des coordonnées da 
centre. 

Réciproquement toutes les fois que les secondes puissances des 
variables ont des coefficients égaux, la courbe représentée est une 
circonférence. En efifet , soit A^' + Aj:' + Cx + J^ïr + E = ; cette 
équation peut se mettre sous la forme 

Ajoutant aux deux membres de l'équation ---7 + — » ^ vient 

4A 4A 

('+0+(^+rJ+|-^=». 

équation qui, comparée h{x — ay-{-{y—bY — R* = 0, montre 
qu'elle représente une circonférence dont les coordonnées du 
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centrcsont- —, -^ etle rayon R= Y/E--— ^. 

SupposoDS û = 0, dans l'équation {x — a)"+ (y — 6)' = R', il 
vient 

La circonférence a son centre sur Taxe des ^. Si on eût fait Z/=0, 
l'équation eût été (a: — af -^y = R\ dans ce cas le centre est sur 
Taxe des x; cette dernière équation peut se mettre sous la forme 
/ = — a:' 4" 2««^ + R' — ^\ on voit que c'est Téquation de l'ellipse 

y = ~ (- ^' + 2a^')+ b' - ~ «' 

dans laquelle on a fait b = a. Donc la circonférence est une ellipse 
dont les axes sont égaux. 

Supposons û=R, Téquation j^^+C-^— ^)*^R'=0 devient 
/ = — j:'4"2ûfa7j on peut la déduire de l'équation générale 
y=mj[f'{-2px eny faisant m = — i. 

Considérons enfin l'hypothèse a = 0, 6 = 0, Téqualion de la 
circonférence est alors a:'-}-^ ==R' ; de là on déduit que Téquation 
la plus simple de la circonférence en coordonnées orthogonales est 
x' -{-y = R*, cas où les axes sont rectangulaires et leur origine au 
centre de la courbe. ^ 

121 .—En résumé , les diverses formes que peut prendre l'équa- 
tion de la circonférence sont r en coordonnées obliques : 

(1) jc'-|-^'+2aycose — 2j:(a+6cosô)— 2r(6 + acos6) + 

+/î'+6' + 2a6cos0 — R* = 0, Fig. 77. 

(2) jc^'j-y-\- 2xy COS ô — 2j: (a + 6 cos e) = , Fig. 78. 

(3) a:"+y + 2a:j^C0SÔ— 2^.» — 2aC0SÔr+a'— R*=0, Fig. 79. 

(4) x"4-j^*-|-2jrxcos0 — 2^^— 26co50j? + 6'— R'=0, Fig. 8o. 

(5) x'-fj^' + 2x^çosô — R' = 0. Fig. 81. 

dans l'équation (1) le centre de la courbe n'a point de position par- 
ticulière sur le plan j dans l'équation (2) l'origine est sur la courbe. 
La 3* représente une circonférence dont le centre est sur l'axe 
des X } la *• une circonférence dont le centre est sur l'axe des j^ ; 

10 
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enfio la 5% une circonféreDce dont le centre est à Torigiae des 
axes. 
2° En coordonnées rectangulaires ! 



Flg. 77 6»». 


(1 Ut.) 


(j:-a)'+(r-6r--R'=0, 


Fig. 78 bi$. 


[ibis.) 


x' + r* — 2ax — 26r=0, 


Fig. 70 bi$. 


(3 6m.) 


(^_ar+y-R' = 0, 


Flg. 80 bit. 


(♦W».) 


a^'+cj'-frr-R'^o, 


Flg. 81 bit. 


(5Ws.) 


x*+y-R' = 0, 



Dans les équations (1 bis)^ (2 bi$)^ (3 6is), (4 bis), (5 Us), les axes 
étant rectangulaires, la courbe occupe les mômes positions , relati- 
vement aux axes que dans les cinq premières , on voit combien on 
système d'axes convenablement choisi, simplifie l'équation d'une 
courbe, et par suite apporte de simplicité dans les calculs relatifs 
à la résolution d'un problème. 

122. — De tout ce qui précède on conclut qu'il faut , pour que 
réquation générale du second degré 

kf + Bxjr 4- Cx* -f Dj^ + Ex + F = 0. 

représente une circonférence, que B' — 4AC<0, car celle 

courbe n'est qu'une ellipse particulière , ensuite que A = C ; si les 

B 
axes sont obliques il faut en outre que ^rr <i 1 . Si les axes sont 

rectangulaires il faut que B = 0. 

Dans tous les cas , les conditions ci-dessus indiquées sont né- 
cessaires, mais elles ne sont pas suffisantes, car il peut arriver que 
la courbe se réduise à son centre, comme le montrent les équa- 
tions (1), (1 6ts), quandR = ; il peut se faire encore que la courbe 
soit impossible si les équations donnent pour les coordonnées des 
valeurs imaginaires , ce qui a lieu lorsque dans ces équations à la 
place de — R', se trouve + R". 

Théorèmes. 

123. —On a prouvé au n" 13 , que toute ordonnée peirpendicu- 
]a\te à un diamètre est moyenne proportionnelle entre les deux 
segments de ce diamètre. 

De l'équation r' = R' — x% on déduit que tout diamètre divise 
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la circonférence en deux parties égales, paisqa'à une même 
abscisse correspondent deux ordonnées égales et de signe con- 
traire. 

Au no 80, on a prouvé i"* que tous les angles inscrits dans le 
même segment sont égaux ; 2° que tout angle inscrit dans un demi- 
cercle est un angle droit. 

On a prouvé au n° 21 , que toutes les normales passent au 
centre. Il suit de là que si on joint le point de contact d'une tan- 
gente au centre, le rayon obtenu est la normale au point de 
contact. £n conséquence , pour mener une tangente en un point 
donné sur la courbe , il suffit d'élever^ en ce point, une perpendi- 
culaire au rayon au point donné. 

124. — Dans une circonférence toute corde est moyenne entre 
le diamètre qui passe à l'une de ses extrémités et sa projection sur 
ce diamètre. 

En effet,, l'équation de la circonférence rapportée à des axes pig. 82. 
rectangulaires et au diamètre BD passant par une des extré- 
mités B de la corde AB est Jc*-\-y =3 R*. Du triangle rectangle 

BAC , on tire AÏÏ = AC' + CB' = y + (R — x)'. Le point A étant 
sur la courbe , on a ^' = R* — x^ et en substituant à^' sa valeur 
dans l'égalité obtenue , il vient 

Âb' == R" + r' — 2Rjr + R^ — a:' = 2R' — 2Kx = 2R(R — x) , 

or R — X est la projection de la corde AB sur le diamètre BD. 
Donc , si dans une circonférence pat* Pextrémité d'un diamètre on 
mène une cordé , celte ligne est proportionnelle entre le diamètre 
et sa projection sur ce diamètre. 

125. — Si d'un point quelconque on lire une sécante terminée 
aux points où ejile coupe la circonférence , le produit des distances 
de ce point aux deux points d'intersection est égal au pt'oduit ana- 
logue que donnerait une seconde sécante passant par ce point. 

Soient OA le rayon de la circonférence et C le point fixe donné 
par lequel on fait passer la sécante quelconque C]V[N. Il faut prou- 
ver que CM X CN==CA X CB. 

En effet prenons pour l'origine des coordonnées rectangulaires Fig. 83. 
le point G et pour axe des abscisses le diamètre OC, Téquation de 
Ja circonférence est ^" + (j: — ûr=R% celle de la sécante CN est 
j^=«x. Des triangles rectangles CMP, CNQ , on déduit 
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cm'=cp'+mp*, CN=CQ"+NQ'; 

SI on désigne les coordonnées des points M , N par jc\ y\ a:", y les 

égalités précédentes deviennent CM'= o:" -f-j^'", CN =x"* +y'\ 
Les points M, N appartenant à la sécante CM, on a y— ax',y ^zao-", 

en conséquence CM"= x'" (1 + «*), m= x"* (1 + a') , d'où CM X 

CN=xV(i+a»). 

Pour avoir x\ x" éliminons^ «ntre les équations 

(t) ^==ax, (2) y+x'— 2â5a:-f.a"-R»=0, 

il vient 

j:'(l+a')-2aa: + a' — R»=:0 ou x"— 2« — L- -^4-^^^ =0. 

Dans toute équation du second degré ramenée à la forme a?*+/?x-f 
^ = 0, le dernier terme est le produit des racines prises en signe 

contraire , alors on a x'x"= ^ , par conséquent 

I -j-a 
CMX CN=a' — R"=(a-}-R) (a— R). 

Donc le produit CM xCN est constant tant que a ne varie pas, 
c'est-à-dire pour une sécante quelconque passant au point C , ainsi 
CM X CN=CM' X CN'. La quantité (^ï+R) (a— R) =pCA x CB, 
ainsi CM X CN =CM' x CN'=CA x CB. L'égalité CM X CN=^ 
CM'XCN' donne la proportion CN:CM'::CN':CM. Donc si d'un 
point extérieur à la circonférence on mène deux sécantes , la sécante 
entière et sa partie extérieure sont réciproquement proportion- 
nelles à la seconde sécante et sa partie extérieure. 
Fig. 84. 126— Supposons le point C à Fintérieur de la circonférence, on 

^» -na 

trouveraitcommeci-dessusxV=— — ^, mais comme ^<R, 

x'x" est négatif, alors pour qu'il puisse être substitué dans Féga- 
lité CMxCN=a/a:' (!+«') il faut chaîner le signe, vu que le 
produitCM X CNest essentiellement positif. DoncCMxCN=R'— 
^*= (R+ ^) (R — <3t) j ce qui prouve que si deux cordes se réncon- 
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trent dans une circonférence, elles se coupent en parties inversement 
proportionnelles. 

1 27. —Considérons encore le cas où le point de concours est à 
l'extérieur, et supposons que la sécante CM' N' devienne une tan- 
gente en R, alors CM' =CN'=CR. Uégalité à laquelle on est par- 
venu, CM X CN = CM' X CN' donne CR = CM xCN; c'est-à- 
dire que si d'un point hors d'une circonférence, on mène une tan- 
gente et une sécante terminées aux points où elles rencontrent la 
courbe , la tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante 
entière et sa partie extérieure. 

128.— Mener une tangente d'un point extérieur. 

On a vu qu'il y a deux méthodes à suivre pour mener une 
tangente à une courbe du second ordre d'un point extérieur; la 
première consiste à déterminer directement les points de contact, 
et la seconde à déterminer directement ces points par l'intersection 
de la courbe avec une droite ou une autre courbe du même genre 
que celle qui est donnée. On a vu que l'équation des courbes à cen- 
tre rapportées à leurs axes esiy= mx* -^p, et que celle de la tan- 
gente au point {x^, y') est^y = wj:jy-4-pj en conséquence, si on 
fait m = — 1, />=R' dans cette dernière équation^ on a ^y + 
xjc^=K* pour l'équation de la tangente à la circonférence au point 
(^'» y) pris sur la courbe. 

Supposons qu'il faille mener une tangente à la circonférence du 
point extérieur (x", y') , l'équation de la sécante passant par les 
deux points de contact des tangentes est^y + j:j:"= R*, Donc si 
on fait exister les équations (1), (2) simuKanément , les quantités 
a: et ^ représentent les coordonnées des points de contact 

(1) y = R--ar% ra) yy'=K^xx\ 

La droiteVy==R*— ^j^' pouvant facilement se construire, il 
s'ensuit qu'on obtient les deux points de contact immédiatement, 
et par suite les deux tangentes. La droite et la circonférence ne 
pouvant se couper qu'en deux points, on en conclut qu'on ne peut 
mener d'un point extérieur que deux tangentes à la courbe. 

Retranchons les équations (1), (2) membre à membre, il vient 
y— ^y =— j:*+ x!'x ; ajoutant aux deux membres de cette der- 

nièrc ~^ , ou a 



fig. 83. 
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éqnaCioD qni revient à - 

Oq reconnatt que Téquation (3) est celle d*ane circonférence don( 
le rayon est R = - V/*^"'+>'"* i et dont les coordonnées du centre 

sont y ='^^ x=: --•, L*équation (3) existant en même temps que 

l'équation (1) donne les points de contact des tangentes menées du 
point (x", /') 
129.— Pour construire la circonférence que donne Téquation (3), 
« joignons le point donné M au centre de la circonférence, et sur 
OM comme diamètre décrivons une circonférence, cette courbe aara 
pour équation 



('-0+(-^t)=^ 



4 



car le point N étant milieu de OM, les coordonnées seront les moitiés 
^de celles du point M, 
tangle NOQ on tire 



^de celles du point M, c'est-à-dire — , *—; en outre, du triangle rec- 



ON =09 +NQ =— ^^. 

D'après cela les points d'intersection A, B des deux courbes sont 
les points de contact des tangentes , qui sont alors MA , MB. Si on 
joint les points A et B au centre» les angles OAM, OBM sont droite 
comme inscrits dans un demi-cercle, ce qui démontre encore que 
tout rayon aboutissant au point de contact d'une tangente est per- 
pendiculaire sur cette ligne. 

Le procédé que l'analyse vient de nous fournir n'est autr<B que 
celui donné dans la géométrie élémentaire pour mener une tangente 
d'un point extérieur à une circonférence. 
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Maintenant tirons la ligne AB , elle est perpendiculaire sur QM, 
car les triangles recUngles OAM , OBM élant égaux , il s'ensuit que 
MA = MB , et OA=OB. Donc la ligne AB est perpendiculaire sur 
OM et divisée par cette ligne en deux parties égales. Donc les tan- 
gentes menées d'un point extérieur à la circonférence sont égales , 
et la ligne qni joint leur point de départ au centre est perpendicu- 
laire sur la ligne qui joint les points de contact , et la divise en deux 
parties égales. 

130.— Reprenons l'équation (2) yy"'\-a:x^'=K\ le point où 

R* 
cette ligne coupe l'axe des x a pour abscisse j:=: — ^ , ce qui donne 

X 

le point M. Si par ce point on mène une sécante quelconque AB et 

qu'aux points A et B où elle coape la circonférence on mène des 

tangentes , ces lignes vont se couper en un point dont l'abscisse est 

R* R' 
«r"= — = -p-rr , c'est-à-dire sur une parallèle à l'axe des j^ dont Fig, 8«. 
X OM "^ 

l'équation est x = ^^, 

Ge théorème résulte du théorème général démontré pour les 
courbes du second degré qui s'énonce ainsi : 

Si par un point fixe on mène une suite de sécantes à une courbe 
du second degré et qu'aux points où elles coupent la courbe on mène 
des tangentes à cette courbe , ces lignes vont se couper sur une pa- 
rallèle au diamètre conjugué de celui qui passe au point fixe. Dans 
la circonférence les diamëtreç, conjugués étant rectangulaires > il 
s'ensuit que le lieu des points de concours des tangentes doit être 
perpendiculaire sur le diamètre passant au point fixe. G*est en 
effet ce qu'on a déduit de l'équation ^^"+ jvc"=R*. 

131.^Nous allons maintenant chercher les points d'intersection 
de deux circonférences , et établir les conditions pour qu'elles se 
coupent ou pour qu'elles soient tangentes. 

Soient A, A' leurs centres, prenons pour axes des coordonnées pig. 87. 
rectangulaires les lignes AÂ!x et hy ; en outre désignons la distance 
des centres AA' par a , et les rayons par R et R' ; les équations de 
ces circonférences seront 

(1) x^+y=K, 

(2) (x-ar+y = B!\ 

Si on fait exister simultanément les équations (1), (2) , les quan* 
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tilés X eiy seront les coordonnées des points d'inlerseclion^ de 
sorte qu'en résolvant on aura les lignes demandées. Retranchant 
de réquation (2) l'équation (1) , il vient 

J^i ]|^/a I ^» 

d'où jo = ^ ' — ; substituant cette valeur dans Féqua- 

tion (i) , on a pour les valeurs correspondantes de^, 

y=±L V/4a^R' — (a' +R» — R^»}\ 

On voit que les deux équations n*ont que deux solutions; ce qui 
prouve que deux circonférences ne peuvent avoir plus de deux 
points communs, à moins cependant qu*elles ne se confondent. 
Les points d'intersection M, et M' ayant même abscisse et deux 
ordonnées égales et de signe contraire , il s'ensuit que la ligne 
MM' est perpendiculaire en son milieu sur la ligne des centres AA'. 
Donc lorsque deux circonférences se coupent , la ligne des centres 
est perpendiculaire sur la ligne qui joint leurs points d'intersec- 
tion , et la divise en deux parties égales. 

132. — Pour que les deux circonférences se coupent il faut que 
les valeurs dey soient réelles; afin d'examiner dans quel cas les 
valeurs de^ ne sont point imaginaires, mettons y sous la forme 
suivante : 

y = ±:^ V/(2rtk + a'+R'— R") (2aR— «*—R'+R"j= 

= d= — \/(.z+R+R')(^ï + R— R')(R+R'— ^ï)(«+R-H)- 
2a 

L'origine des coordonnées peut toujours être placée de manière 
que la ligne des centres soit située du côté des abscisses positives; 
ainsi nous supposerons a positif, et R> R' ou au moins égal à R , 
d'après ces hypothèses les deux premiers facteurs A + R+^' ^^ 
a + R — R' sont toujours positifs. Pour que j' soit réel , il faut que 
la quantité sous le radical soit positive ; elle ne peut Fétrc que dans 
les conditions suivantes ■ 
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a<R + R' et K<a+K, 
ou bien 

a>R + R' et R>a+R', 

Les deux dernières inégalités sont incompatibles ; car a > R 4- B.' 
donne à fortiori a >> R j d'un antre côté R >> a -]- R' donne R > a , 
donc il faudrait qu'en même temps a fût pins grand que R et plus 
petit que R , ce qui est impossible ; ainsi les conditions pour que les 
deux circonférences se coupent , se réduisent aux deux premières 
localités. 

Donc pour que denx circonférences se coupent , il faut que la 
distance des centres soit moindre que la somme des deux rayons, 
et que le grand rayon soit moindre que la somme faite du second 
rayon et de là ligne des centres ; c'est-à-dire qu'il faut qu'avec la 
ligne dés centres et les deux rayons on puisse former un triangle. 

133.— Pour que les deux circonférences soient tangentes il faut 
que les deux valeurs de^ se réduisent à une seule , ce qui ne peut 
avoir lieu que si la quantité sous le radical est nulle. 

Les deux premiers facteurs étant essentiellement positifs , y ne 
peut éCre nul que dans les deux cas suivants : 

R4.R'_fl = 0, d'oùa = R + R', 
et 

a + R'— R = 0, d'où £ï=:R-"R'. 

Donc pour que deux circonférences soient tangentes, il faut et il 
suffit que la distance des centres soit la somme des deux rayons ou 
leur différence. Dans les deux cas , le point de contact est sur la 
ligne des centres, et dans le premier, il est extérieur, et dans le 
second , il est intérieur. 

Les valeurs de j^ seront imaginaires lorsque ^^ > R + R', car 
tous les facteurs , à l'exception du troisième qui est négatif, seront 
positifs; ou bien quand R > a + R', car le quatrième facteur est 
le seul qui soit négatif. 

Donc pour que deux /circonférences ne se coupent pas , il faut 
que la ligne des centres soit plus grande que la somme des deux 
rayons , ou que le grand rayon soit plus grand que la somme du 
petit rayon et de la ligne des centres. 

Supposons R = R' et ^ = 0, les valeurs de j: et de^ deviennent 
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--, c'est-à-dire qu'elles sont indéterminées; et en effet les deux 

courbes , ayant même rayon et même centre, ont tons leurs points 
communs. 

Des asymptotes. 

134. — On appelle asymptote d'une courbe une ligne qui 
s'approche indéfiniment de cette courbe sans jamais la rencon- 
trer. 

Une courbe ayant pour équation y (a?, j^) = 0, pour qu'elle ait 
une ou plusieurs asymptotes, il faut que son équation puisse se 
mettre sous la former = aj? -j- 6 + V, V étant une expression qui 
devient ijuUe pour x égal à l'infini ; alors^ = ax-\-b est l'équa- 
tion de l'asymptote. De l'équation^ = ^j? + ^> + V, on tire 



a: X 



si on fait a: = ±: oc , V devient nul , alors il vient 
a = limitef'2^--~^\ 

ce qui se réduit , b étant constant et fini , à ât = limite [ ^) . De la 

méine équation on tire b =y. — ao: — V ; si on y fait j: = di «^) 
V est nul, donc b = limite (j^ — ax) ; ainsi )'éc][uation des asymp- 
totes est^ == j: X limite {^) + limite (j—ax). Par cette méthode 

on ne peut pas obtenir celles qui sont parallèles à l'axe des^ ; pouf 
qu'il y en ait, il faut que l'équation de la courbe puisse se mettre 
sous la forme a: = ^'^ + 6' -|- V', V devenant nul pour ^= ±^ > 
après avoir convergé vers zéro à mesure que j^ augmentait; la 
même condition doit exister pour Y. L'équation des asymptotes, 
qui est x = a^y-\- b\ donnera toutes les asymptotes de la courbe, 
à l'exception de celles qui sont parallèles à l'axe des x $ ces der- 
nières sont données par l'équation y = ax-^b. En procédant 
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comme plas haut, on trouverait que a' = limite (— j , puis en- 
suite que 6' = limite (jc— a» de sorte que Véquation x = «y + b' 
devient 

x=^ X limY- j + lim.(x — a». 

On doit remarquer que si la courbe n'a point d'asymptotes pa- 
rallèles aux axes , les deux équations^ = ax + é et x = «y + 6' 
doivent être identiques ; en appliquant cette théorie aux courbes 
du second degré, on va voir que cela se vérifie. 

Les courbes du second degré obt pour équation^ = mjc^ -f- 2px. 
On va chercher leurs asymptotes en appliquant la théorie exposée 
précédemment. 

L'équation y =mx^ +2px revient ky = \/ma:'+2/7ar, alors 



s=\/"+- 



faisant j:= zhoc, il vient a = \/m. On a 6 = limite {y — ax )= 

limite (K'w^*+2/7j?=f:j?K'»). L'expression \^mx'''\-2pxzçx\/m 
peut se mettre sous la forme 

rn>x^'\-2px — x'm 2px 

±l/mx' + 2px±:x\/m ±i\/ mx"" ^2px±x\/m 

divisant les deux termes par x , il vient 



="\/"+f±\A- 



Alors 



h = limite / . ^ 




Ainsi réquation des asymptotes des courbes du second degré, à 

10* 
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Texçeption de celles qui peuvent être parallèles à Taxe des y, est 



m 



Cherchons celles qui peuvent être parallèles à Taxe des y ; elles 
sont comprises dans l'équation a: = ^y -f- b\ 

- 1 , posons - = tt; réquation de la courbe 
pouvant se mettre sous la forme 



* 
y y y 



revient à 



1 2i7 1 

l = //iu=»4-2oM-, ou iCA — ^u = 0; 

y my m 



de là on tire 



my Y '^y ^^ 



m 
ainsi 

a'=limite(-^zh\ /ZITIU-f-X A. 
\ rny y my^mj ^\/ m 

On voit que a' n'étant point nul, il n'y a point d'asymptotes paral- 
lèles à l'axe des j*. 
Cherchons la valeur de 6', on a 

= limite! -=^ "'^"^ 1. 



lVë+S-V/ï+£/ 



simplifiant, on a 
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m\/m 



Y m * m m V ''*/ 

2p —2/1 



,. ., m\/m m\/m p 

= limite , r:= =1=:^:—. 

\ my^ m my y m \ m 

Ainsi réquation des asymptotes est 

\ ni m 
et qai , résolue par rapport à ^ , devient 

y = ±xV^±^, 

équation identique à la précédente. Ainsi se vérifie ce qu'on avait 
anooncé plus haut. 
135.— L'équation des asymptotes des courbes du second degré 

— W TA 

est Y=-±ix\/m± -i^, si la courbe est une ellipse /îi=: — .1., 
\/m a^ 

donc y m est imaginaire, ainsi Tellipse n'a point d'asymptotes, ce 
qu'on devait prévoir puisque cette courbe est limitée de tous côtés. 

Si m =0 la courbe est une parabole, alors ^=± ^, c'est-à-dire 

que cette courbe n'a point d'asymptotes, puisque ce sont deux 
droites parallèles à Taxe des x situées de chaque côté de cet axe à 

La 

une distance infinie \ enfin si la courbe est une hyperbole m = -^ , 

u 

I b 

alors ^=±: - jti/^, ce qui montre que la seule courbe du se- 
a 

conddegréà asymptotes est l'hyperbole j ces asymptotes sont au 

nombre de deux coupant l'axe des x au môme point ayant pour 
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abscisse jc = — ^ , d'où Ton conclat qu'elles passent toutes les 
m 

deux au centre de la Courbe. Si on fait x=0 dans leur équation, 
on a ^ =dz -^ =±ib, on voit par là quelles sont les diago- 

nales du rectangle construit sur les deux axes , car sur Taxe des y 
est Fun des côtés &b) ds ce rectangle. 

Par la forme de Téquation j' =±: j: \/m± -=^, on voit qne 

Taxe transverse de l'hyperbole divise l'angle des asymptotes en deux 
parties égales , puis en outre que ces deux lignes font avec l'aie 
des X des angles supplémentaires, vu que les tangentes de ces an- 
gles sont égales et de signes contraires. 
136* — Pour que les deux asymptotes soient perpendiculaires 

l'une sur l'autre , il faut que {+\/m) x (— V^) = —1, ce qui 

ta 

exige que /» = ~ = 1 , c'est-à-dire que l'hyperbole soit éqoîlatère. 

CL 

Donc pour que l'hyperbole ait deux asymptotes se coupant à 
angle droit, il faut qu'elle soit éqailatëre. 

137.— On va démontrer que les asymptotes de l'hyperbole ne 
sont autre chose que des tangentes à la courbe dont les points do 
contact soilt à l'infini. 

L'équation d'une tangente est 

, f 1 / I K mx''\-p px' 

yy^mxx'+p{x^x') ou y=x y -^y- 

Le point (x', y') étant sur la courbe, on a 
mx'+p , px' 



i/mx^'+^px' \/mx''+^px' 
= x 



Supposons que le point de contact soit à l'infini, alors x'^^' 
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l'équation de la tangenle devient jk= [/m . x-^-JL^-^ ce qui est 

[/m 
l'équation des asymptotes. Ainsi Tasymptote de Thyperbole est une 
tangente dont le point de contact est situé à Finfini. 

138.— Toute ligne parallèle à une des asymptotes coupe la 
courbe en un seul point. 

Enefifet, Féquation d'une sécante parallèle à une asymptote est 
/=j:\/m + p; cherchons les points où elle coupe la courbe, 
pour cela , dans Téquation j^*=mx*+ 2px, mettons pour ^la va- 
leur j:V/«Ï+P, il y\enimx^-\-^'+^^]/mx = mx^J^^px, d'où 
ontirej?(2/?— 2pK^) = p"î ainsi x n*a qu'une seule yëleur; 

donc l'ordonnée qui est donnée par l'équation y = x\/m + p , en 

S* 

y mettant pour aria valeur ::::, n'aura également qu'une 

2/P--2P \/m 
valeur j donc toute droite parallèle à une asymptote ne coupe la 
courbe qu'en un seul point. 

Si la courbe était une parabole y=2px^ la condition pour 
qu'une ligne y=:ax -(-5 ne la coupe qu'en un point est a== , c'est- 
à-dire qu'il faut que cette li^ne soit un diamètre de la parabole; 
car en éliminant jr entre y = 2px et ^r=ajr +p , l'équation ré- 
sultante a'j:'4- 2x (ap — /?) + p'=0 ne peut avoir qu'une seule ra- 
cine que quand a=0. 

Dans le cas où la courbe est une ellipse ; pour que j^ =r otr + p ne 
la coupe qu'en un point il faut que l'équation 

x' (a^ — m) + 2x(ap —p) + P'=0 

soit du premier degré, ce qui exige que a* = m,or m=: ; 

a* 

donc il faudrait que a'= ^, ce qui ne peut exister; donc l'el- 
lipse est toujours coupée par une droite en deux points. Qtiand les 
deux points sont infiniment voisins l'un de l'autre , la sécante est 
alors tangente à la courbe. 

139.— On va chercher quelle est la condition dans l'hyperbole 
pour qu'une ligne passant par son centre la rencontre. 

L'équation d'une droite passant par son centre est j^=« lx+ ^ ) . 
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Mettant dans l'éqaation de la courbe à la place de ^ sa valeur 
"' f-^' + & + Ç) -"""' - ap-^ = 

\ m m / 

ou 

j,' (,'_„.) + 2x (P-l. -p) + ^' = 0. 
\ m j m 

Pour que cette droite coape la courbe, il faut que cette dernière 
équation ait ses racines réelles, ce qui exige qu'on ait TiDég^alilc 

m m m m 

qui se réduit à 

;,'-Ç>0 ou ^'(l-3>0- 
m \ mj 

Ainsi il faut pour que la droite coupe la courbe en deux parties 
qu'onaita<V/'w. c'est-à-dire qu'il faut que la ligne soit dans 
l'angle des deux asymptotes où passe l'axe trans verse ; si a> V^^ 
la droite ne coupe pas la courbe. 

Donc tonte ligne comprise dans l'angle des asymptotes où se 
trouve Taxe transverse coupe la courbe en deux points , et au coo- 
traire toute ligne comprise dans l'angle des asymptotes où passe le 
second axe ne coupe point la courbe. 

140. — On a montré que de l'équation y=^±x V//wdz-^,» 

résultait que les asymptotes sont les diagonales du rectangle con- 
struit sur les axes. On va maintenant faire voir que plus généra- 
lement les asymptotes sont les diagonales du parallélogramme con- 
struit sur deux diamètres conjugués quelconques. 

L'équation des courbes du second degré rapportées à un diamètre 
et à la tangente à son extrémité est de la forme y = m'x^ -f ^/^•^'' ^° 
appliquant la théorie des asymptotes à cette équation, on tronvc- 

y— P' 

rait pour ces asymptotes l'équation y = ±:.x [/m'±: -=-rz; si on 
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fait j: = 0, on trouve j^ = d= -^, or /n'= -^,,/i'= —, donc 



y^ 



nt 



I a* • a' 



yz=:±b\ a\ b^ étant les demi- diamètres conjugués. Ainsi on voit 
que les deux asymptotes coupent les tangentes menées aux extr^ 
mités du diamètre pris pour axe des x de telle manière-, que les 
parties de ces tangentes comprises entre les asymptotes ont leur 
point de contact pour milieu , et en outre que les parties de chacune 
d'elles comprises entre les asymptotes sont égales au diamètre con- 
jugué de celui qui est pris pour axe des a: ; il résulte de là que si on «, «o 
joint les points K et K', K" et K'", la figure KK'K"K''' est un parai- ' 

lélogramme, puisque KK'' et K'K"' sont parallèles et égales au dia- 
mètre conjugué MM'. Donc KK'K"K'" est le parallélogramme con- 
struit sar les deux diamètres conjugués AM et AN. 

Donc les diagonales des parallélogrammes construits sur deux 
diamètres conjugués quelconques sont les asymptotes de l'hyperbole. 

Dans l'hyperbole les parties d'une sécante comprise entre la 
courbe et l'asymptote la plus voisine sont égales. 

141.— On va prendre le cas où la sécante coupe une seule bran* ng. 89. 
che de l'hyperbole. Soit HH' cette sécante et soient I, I' les points 
où elle coupe la courbe , on va démontrer que lÊ = l'H'. En effet , 
prenons le milieu R de la sécante II', et tirons le diamètre passant 
par ce milieu , prenons-le pour axe des x , puis pour axe des y la 
tangente au point où il coupe la courbe,* l'équation de la courbe 
rapportée àces axes est y" = m'x^ -|- 2p'x, celle des asymptotes est 



Latengueur IH=:r l/m'+ -^—, — Vrrêa^^^^p'x , 

y mi 

car 

• \/lrri 

par la nature de Téquation de la courbe RI = RF, puis par celles 
des asymptotes (CM', CM), RH' = RH , donc RH —RI = RH'— RI, 
c'est-à-dire que IH=:IH'. 
Supposons que la droite coupe les deux branches de la courbe, 

H 
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soit 11", il faut prouver que IT= V'T'i en effet prenons le milieu 
de II" et joignons-le an centre de la coarbe, soit GK le diamètre ob- 
tenu et AG son conjugué , prenons pour axes des coordonnées le 
diamètre GA et la tangente Ay parallèle à GK; réquation de la 
fturbe est y= m V 4- ^P'^* 
Gelle des asymptotes est 

Résolvant ces équations par rapport à j:, il vient 

^ m |/^ m' 

Alors 

Donc • 

al 

__£ i£ /] 

On voit que cette différence est constante pour les points qui oot 
même ordonnée ; or, les points I', I" sont sur une parallèle à Taie 
des a: ; donc leurs ordonnées sont égales , alors QI — QT = IT = 
QT' — QI"=I'T. Donc les parties d'une sécante comprises entre 
les asymptotes et les branches les plus voisines de la courbe sont 
égales. * 

142.— La partie d'une tangente quelconque comprise entre les 
asymptotes a son point de contact pour milieu, 
fig^ g^^ En effet, soit AM une tangente, puis soient GM, GM' les deox 
asymptotes , prenons les lignes AG , AM pour axes des coordon- 
nées , l'équation de la courbe est y* = mlx" -f- 2p'a:, celle des asynap- 
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totes est y ^ dix [/m!±: -4=:. Faisons x = o dans cette der- 

nière, onen tîre^= rfc ^, or AM= ^ et AM'=— ^. Donc 
m' m m 

AM = AM' . Donc la partie d'une tangente comprise entre le^symp- 

totes a pour milieu son point de contact. 

1&3.— Connaissant un point de la courbe et les deux asymptotes, 
OQ peut obtenir autant de points de la courbe que l'on veut. 

Car soient CM', CM' les deux asymptotes ^ puis H un point de la 
courbe , tirons par ce. point une sécante quelconque IH', prenons à 
partir du point M' une longueur HT = HI , le point I' est un point 
de la courbe d'après cette [Nropriété des asymptotes que les parties 
d'une sécante comprise entre elles et la courbe sont égales; tirant 
par le point I une seconde sécante HQ en prenant HQ=M"Q', on a en 
Q' un deuxième point. Les sécantes HD, HE donnent les points R, S. 
£o continuant ainsi on peut trouver autant de points qu'il en faut 
pour construire les deux branches de la courbe. Maintenant agis- 
sant par rapport à l'un des points trouvés comme on l'a fait relati- 
vement an point donné , on obtiendra encore une foule d'autres 
points. 

144. --Daift une hyperbole le rectangle compris sous les distances 
d'un point de la courbe aux asymptotes , comptées suivant une sé- 
cante , est égal au carré construit sur le demi-diamètre conjugué 
parallèle à la sécante. 

Ainsi on va prouver que IH x IH' = 6'% 6'^désignant le demi- pig. 90. 
diamètre conjugué parallèle à la sécante HH^ En effet , prenons 
pour axe des x le diamètre allant au milieu de la corde HH' et la 
tangente parallèle à cette corde- L'équation de la courbe est j^*= 
mV-j- 2/?'j:, celle des asymptotes CM , CM' est 






On a 



V/m' 
pais 

IH' =: + x \/^+ -^ + Vnix^^^j^x i 
y/m! 
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donc 
IH X IH'= /:c\/m' + -^ + \/mx'* + 2jJ^x\ {a:\/l^^ 

+ -4=: - V/mV4.2/x\ = 

= m'x* + 2p'a: 4-^ m'x' -^ 2p'x = ^. 

Or / = — f-, m'= —, donc ^ = i" = m X IH'. 

* 

Il suit de là que TH x Y& = IM X IH'. Donc si on tire une sé- 
cante dans lliyperbole , le rectangle compris sous les distances d'un 
point où cette ligne coupe la courbe aux deux asymptotes , ces dis- 
tances étant comptées suivant cette sécante , est égal au carré da 
demi-diamétre conjugué parallèle à cette ligne. 

145.— Dans Thyperbole , si d'un point quelconque de la courbe 
on mène des parallèles aux deux asymptotes , le parallélogramme 
compris sous ces deux lignes et les asymptotes a une surface con- 
stante égale au huitième du rectangle compris sons tes axes de la 
courbe. 

En effet , soient MM', NM' les deux asymptotes , puis H le point 

donné, tirons les parallèles HP, et HQ aux asymptotes, il faut 

prouver que le pars|)lélogramme a une surface* constante. En effet , 

tirons la tangente KHK', le point H étant le milieu de KK', on a 

AK AK' 

HQ = -^ , HP = -— , l'aire da triangle KAK' est le quart dn 

parallélogramme cbmpris^ous les deux diamètres conjugués SS' et 

AHK 
HH'; le triangle AHP= -— — puisque ces deux triangles ont 

2 « 

même hauteur et que Vun a une base moitié de Vautre ; de même 

AHQ= ^^. Donc AQHP = ^ KAK' j or KAK' est J du parallé 

logramme construit sur les deux axes. Donc le parallélogramme 
AQHP est le huitième du rectangle compris sons les deux axes de la 

ah 
courbe. Soient a, b les deux demi-axes, on aura AQHP= -j- 

Il suit de cette propriété que si on prend les asymptotes pour 
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ab 
axes de coordonnées, l'équation de Thyperbole est yx = r-r-r ou 

xy = m*y forme la plas simple à laqaelle Féquation d'ane hyper- 
bole paisse être ramenée. 

De Vhyperbole rapportée à ses asymptoter. 

146.— Soit ^ l'angle des asymptotes où se trouve Taxe transyerse 

de la courbe. Si on prend pour axes de coordonnées les denx asymp- 

db 
totes, réquation de la courbe sera xy sinj3= —^a^b désignant les 

demi-axes de la courbe. Exprimons sin^ en fonction de ^x et 6 ; dé- 
signons par 6 l'angle moitié de celui des asymptotes, on a p = 20^ 

b 
et par suite sinp = 2 sin9 cosO. On a trouvé que tangO = - , donc 



8inO= — -rz= , ctsO = 



\/a' + b* l/d^+b* 

par conséquent sin^ = , , /, ; remplaçant sin^ par sa valeur dans 
réquation de la courbe , il vient 

(a' + b*)ab a*-fér* 



jryz 



%ab 



L'expression — ^j^ se nomme quelquefois la puissance de Thy- 

perbole; posons — ^t_ =c% alors l'équation de la courbe de- 
4 

vient xy = c*. 

De la tangente, 

147.— On va chercher ^l'équation de la tangente à Thyperbole, 
dans ce système d'axe de coordonnées; pour cela cherchons la con- 
dition pour que la droite j^ = ou: -{- p coupe la courbe en deux points 
ayant des coordonnées égales. 

Substituant à la place de y sa valeur dans l'équation xy=:c\ on a 

(1) ax^+pjc-c'=:0, (2) f.«+4cV = 0, (3) ^'=ax^+jS. 



Digitized by LjOOQ IC 



166 TRAITÉ DES LIGNES 

Pour que les deux racines de Véquation (1) soient égales , il faat 
qaep'+4c*a=:0. 

Supposons que la droite passe par le point (x', y) , alors on a 
Féqnation y = a'x' + , ce qui permet avec Téquation (2) de dé- 
terminer a, p. Résolvant ces deux équations , il vient 



a^y - 2c' ±- 2c Vc'—xy ^_ 2c*qp2c|/— J^^+c' 



On voit que pour qu'il y ait deux tangentes, iifautqoec'— j?'/ 
soit plus grand que zéro, c'est-à-dire que le point soit hors la 
courbe ; si c*z=a^y il n'y en a qu'une, et le point donné est alors 
pris sur la courbe ; enfin si c' — afy < il n'y a point de tangente , 
c'est le cas où le point donné est dans l'intérieur de la eoarbe. 
Ainsi on arrive aux mêmes condusions que par la théorie générale 
des tangentes aux courbes du,second degré. 
Quand le point est hors la courbe» l'équation des tangeqtes est 



xy— 2c'db2ck'^-~j?y 2c*rp2cl/^— j:y 

r= p^ --+ p 



Supposons le point donné sur la courbe ainsi qu'on ait c^ - 

xy=o. 

L'équation de la tangente est alors 

.ry— 2c* . 2c' 

Remplaçons c' par sa valeur xy^ il vient yz= — ~ x + ^yr 

X 

équation qui peut se mettre sous la forme 

y-y=-^M-^'y 

Telle est la forme la plus simple de l'éqaation de la tangente en un 
point sur la courbe. 
L'équation de la normale au même point {x\ y) sera 
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148. —La sous-tangente est la partie de Taxe des x comprise 
entre le pied de l'ordonnée et le point oti la tangente coupe l'axe 
des X. Supposons que M soit le point de contact d'une tangente, 
PC est la sous-tangente , or PC = AC — AP = x — x*. Donc si on 
fait dans l'équaTtion de la tangente j^ =0, il vient x — x' = x', ce 
qui prouve que la sous-tangente est égale à Tabscisse du point de 
contact , ou autrement que le point P est le milieu de AC, et par 
saite le point M milieu de la partie GC de la tangente comprise 
entre les deu;| asymptotes ; propriété déjà connue. 

149.— Prenons une sécante quelconques^ = ajc + p ; cherchons pg, gj. 
les points où elle coupe la courbe ; il suflSt pour cela d'obtenir les 
valeurs de x et de j^ des équations 

(1) xy = c\ ^=:ax+(3; (2) 

effectuant les calculs , il vient 



^- 2; ' ^- 2 • 

« 

Désignons par x', y et x",y' les coordonnées des deax points d'in- 
tersection , on a 



* âs; ' ^ 2 ' 



X , y _ . 

Faisons dans l'équation jr = 0, il Tient x = — 2 alors 

a 



.~ 2a - 2 — »^«=AH, 

don(vPS = M'S'. Il suit de là que les deux triangles SMP, M'S'P' 
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qui ont les côtés parallèles sont égaux ; donc MP =M'F ; propriété 
déjà connue des asymptotes. 

# 

Théorie des asymptotes appliquée à V équation générale 

du second degré, 
150.— L'équation générale du second degré est 

L'équation des asymptotes est 

Y 

jr=zax-\-b, ^ = limite— , 6=limite(^*-^ïJ:). 

y 

Cherchons—. 

X 

Pour cela divisons les deux membres de l'équation de la courbe 
par x", on a 

X X X X X X 

Posons — = M , il vient 

résolvant cette équation par rapport à u , il vient 

.,. r -(b+!)Vb-+|;+^°-^(C^+b^^' . 

X 2A 

faisant dans cette expression x == oc , on a 



,. . y -BdrV/B'— 4AC. 

a = limite - = î»-— 

X 2A 

Cette vateur de a montre qu'il n'y a que l'hyperbole ou la parabole 
qui puissent avoir des asymptotes. 
Cherchons maintenant la valeur de 6 ; on a » 
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é= limite (j' —ax), 



_ — Er— D±k'(B'-*ACj:c'+2(BD— 2AE).r+D' — *AF 
^~ 2A 

alors jr — ax aara ponr expression * 



— Bx— D± ^/^ B'— 4 AC) j:'+2(BD— 2AE)x+D»— 4AF 
•^. 2A 



Bx±:xV/B'— *AC 
• 2A ' 

simplifiant , il vient 

y—ax = 

-Dd:K^(B'-4AC)-j-2j:(BD-aAE)+D'-*AF=|rjV/B'-4AC 
"~ 2A 

expression qoi peot se mettre soos la forme 

jr-CB'— ♦AO+a x(BD— 2AE) + D"— ♦AF— (B*— 4AC)x*— 

y (IX — 

2A[ V/x'(B'-4AC)4-2x{BD— 2AEH-D'— ♦AP+ 
--D'-i-2Dk(B'- 4AC)g' 

+D-|-x\/B'— 4ACJ ' 

ou 

y — ax=i 

T>' lAF D* — — — 

2(BD— 2AE) I — ii-2P\/B'-4AC 

faisant a: = oc, la valeur de^^ — ax devient 



,. ., , , BD— 2AE— DKB»— 4AC 

bmite ( V — ojc) = zz==: ^ 

2AÏ/B»— 4AC 

expression qui montre que la parabole ne peut avoir d*asymptote, 
puisque pour B*— 4AC=0, b=zoc. Ainsi donc, parmi les courbes 
du second degré il n'y a que Thyberbole à avoir des asymptotes. 
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Les valears de ^x et 6 donnent pour rèqoation des asymptotes 



— BdzV/B*— 4AC . BD— 2AE:;:KB*— 4AC X D 

^ = x-| . 

2A ±:2AI/B»-^4AC 

De cette expression on dédait qu'il faut pour qu'une des asymp- 
totes soit paraUèle à l'axe des x qu'on ait G = ; alors l'équation 
se réduit à * 

BD — 2AE — BD E ,, B . BD«-A£ 

"^ ^ÂB = -B^ ^'^•^ = -Â^ + -AB- 

Si on eût pris pour équation des asymptotes x = ay -}- 6' , a' = 
limite-, V ss limite {x — a!y)^ on eût trouvé que pour que la 
courbe ait une asymptote parallèle à Taxe des^ il faut qae A = 0, 
et l'équation de cette asymptote est x = — — . 

15 

Donc si l'équation générale manque d'un terme du second degré, 
le rectangle des variables existant , l'hyperbole a une asymptote 
parallèle à l'axe sur lequel est compté le carré de l'ordonnée man- 
quant -, enfin si les carrés des variables manquent en même temps , 
les asymptotes sont parallèles aux axes des cocu'données. Ces re- 
marques sont souvent très-utiles lors de la discussion de l'équation 
numérique du second degré. 



^ RoA^on de courbure. 

151.— On appelle rayon de courbure, le rayon de la circonfé- 
rence qui a deux éléments communs avec la courbe ; une telle cir- 
conférence se nomme circonférence osculatrice ; l'expression géné- 
rale du rayon de courbure est 



('+; 






EL ' 
Api^iqaons cette formule aux courbes do second degré , l'équa- 
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tion qçLi les représente est j^' = mx* + 2px ; prenant sacoesaive- 
menl les différentieUes dn premier et da deuxième ordre , il vient 
ydy = mxdx + pdx et y d'y -|r dy = mdx\ d'où l'on tire 

dy _ mx+p dy wtr' — (/iix-fp)' 

expression qui se réduit à — ^ 5 remarquant qu'on a j^' = mx* + 

y 

^px , substituant à la place de -j- , -3^ leurs valeurs dans R, il 

ax dx 

vient 



R = — 






Maintenant remarquons que mx -\- p est la sous-normale au 
point {x^y) ; donc>^' + {mx -f /?)* est le carré de la normale ; alors 
si on désire par N cette normale, l'expression du rayon de cour- 
bure devient 



s 



R = ^* == 5-'. 
P* P* 

Donc dans toute courbe du second degré le raycm de courbure est 
égal au cube de la normale au même point divisé par le carré du 
demi-paramètre. 

152.-~Cherchons quelle est la courbe du second degré où le 
rayon de courbure est constant. Pour cela Q suflSt de cbercber 
quelles sont les conditions pour que^' + {mx -{- pY sdt constant, 
quel que soit x j posops j^' + {mx +/?)* = c' ,• développant, il vient 

y + wV + 2mpx +/I* = c\ 

mettant pour j^ sa valeur mx* + ^^ » OQ * 

mx*{\ + m) '\-^px{i +m) +/i'— .c* = Oi 

de là on déduit qu'il faut pour que cette équation soit satisfaite quel 
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que soit x^ qu'on ait m = — 1 , eip = c ; ainsi il faut que la courbe 
soit une circonférence, et la normale est égale au rayon de cette 
circonférence. 

Donc dans les courbes du second degré la circonférence est la 
seule où les rayons de courbure soient égaux. 

Ellipse. 

153.— L'ellipse rapportée à son centre et à ses axes a poar 
équation 

(1) aY + b*x'=^a*b\ 

d'où on tire 

alors l'expression générale du rayon de courbure devient 



R = 



a^ia^by+b^x*)' 



Pour se rendre compte conunent varie R avec la position da 
point de Fellipse , de l'équation tirons la valeur de chacane des 
quantités a^ et à^by^ et mettons-les dans l'expression de R,il 
vient 



8 3 



aW a^b 

La quantité «*— 6* étant positive , il s'ensuit qu'à mesure qoe-f 
augmente , c'est-à-dire plus on s'approche d'un des sommets situés 
sur le grand axe , plus le rayon de courbure diminue, ou encore 
autrement , plus la courbure de l'ellipse augmente ; car on sait que 
la courbure varie en raison du rayon de courbure. 

D'après cela le rayon de courbure maximum correspond à x=0, 

a* 
abscisse qui est celle des extrémités du petit axe. Ainsi R=^' 

si R' (désigne le rayon de courbure minimum , pour l'obtenir il suffi 

r X = a , alors on a R' = — . 
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Les expressions R = —-, R' ==— se construisent de la manière 

suivante. 

Sur OB prjîuons 0£ = OA, et sur OA prenons OG = OB ; par Fig. oà. 
les points F, G faisons passer une circonférence qui ait son centre 
sor le grand axe AA' ; soient D, G les seconds points où elle coupe 
Bfi'et AA'. D'après une propriété connue de la circonférence, on a 

. 6* 

OG =OExOD = ér*=:axOD, d'oàOD= ; 

a 

ainsi OD représente le rayon de courbure au sommet A ; en outre 

^• = OCxOG=^'=6xOG, d'oùOG = ^' = R, 

donc OG est le rayon de courbure aux points A, A'. 
An point B la normale est h ; d'après le théorème général sur les 

rayons de courbures des courbes du second ordre , R = -rj-, — 

0^ CL 

étant le demi- paramètre de l'ellipse, expression qui se réduit à -jy 

celle obtenue directement ; ainsi se vérifie dans ce cas particulier 
ce théorème que le rayon de courbure est égal au cube de la nor- 
male divisé par le carré du demi-paramètre. 
Considérons une ellipse semblable à la première , dont d^ V 

soient les demi-axes , alors — = - = K. Soient R„ R', les rayons 

de courbures correspondants à R,R', on a 



expressions qui reviennent à 



l{,^^a[^Ka\ K=-^à'i 



on a de même 



R = aK, R=g6, donCjr = ^> gr = ^. 
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De là OQ dédait ce théorème, que dans deux ellipses semblables les 

rayons de courbure maximum et minimum correspondants soot 

entre eux dans le rapport des axes homologues. 

a* ^, V 
Les expressions R :== -r- , R = — montrent que si oif construitdes 

ellipses ayant même centre et même petit axe , mais dont le grand 
axe aille en croissant, leur courbure aux extrémités du petit aie 
va en diminuant , et celle aux extrémités du grand axe va en crois- 
sant; ainsi les ellipses vont en s'aplatissant de plus en plus. Le 
contraire arrive si c'est le grand axe qui est constant. 

Hyperbole. 

idi.— Uéqaation de Thyp^foole rapportée à son centre et à ses 
axes étant 

OQ en tire 

dx a^ y^ dx" a^y^ ' 

substituant ces valeurs dans l'expression du rayon de courbare , il 
vient 

a\a*lfy*^b^x') 
De Véquation de Fhyperbole on tire 

alors 

R — [^'-y'C^' + y) -a'^b^f __ [a:'(^z' + 6') — gq* 

D'après la dernière expression de R, on voit que plus on s'éloigne 
du sonmiet de Thyperbole plus le rayon de courbe augmente , c'est- 
à-dire que la courbure va en diminuant pour j: = oc , R =«:. 
Fig. 05. Le point où la courbure est la plus grande est au sommet, et 

fa 

R = — . Pour construire cette expression il faut feire passer aae 
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circonférence par les points B, A, extrémités des axes BB', AA', 
dont le centre soit sur Taxe transverse ^ soit Cle point où elle coupe 
ce dernier, on a 

Ob'=OAxOC, d'où 0C = ^; 

CL 

ainsi le rayon de courbure aux sommets est la ligne OC. 

Considérons une hyperbole semblable à la première , désignons 

a cù 
par a', V les demi-axes, on a -7 = — =:K, par conséquent 

R' = -=^6=-6', alors-, = -,. 

Donc dans deux hyperboles semblables, les rayons de courbure 
aux sommets sont entre eux comme les axes homologues. 

Parabole. 

155.— Pour avoir l'expression du rayon de courbure dans la pa- 
rabole, faisons m = dans celle du rayon de courbure de la ligne 
dont /' z=mx*-]-2pxesX l'équation , il vient 

On voit que plus on s'éloigne du sommet de la parabole , plus le 
rayon de courbure augmente, pour j^=oc, R = oc. 

La valeur minimum de R correspond àj^=0, c'est-à-dire que 
c'est au sommet où la courbure de la parabole est la plus grande j 
encepointR=f>. 

Bodc le rayon de courbure au sommet d'une parabole est le 
demi-paramètre. 

Des Développées, 

156.— On appelle développée d'une courbe le lieu des centres 
des cercles osculateurs à cette courbe* 

Soient «, p les coordonnées du centre du cercle osculateur et R 
son rayon, on a 

11* 
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(i+yf 



X, ^ désignant le point de tangence du cercle oscolateor , puis 

Pour résoudre le problème il faut éliminer x^ y entre les 
équations. 

(2) a=J7 -t; , 

On a trouvé précédemment que 

remplaçant j^', j^" par leurs valeurs dans les expressions de « et 

de p, on a 

imx+p)\jy'+{mx+pf] 
^-a=.^ — , 

à la place de {mx-\-py mettant sa valeur niy-{-p\ il vient 

_ ^mx+p){jK'{i+m)+p^] 

chassant le dénominateur et ordonnant par rapport à j: , on a 

-x[p\\-m)+m{\+m)y^^:=:.py-[{i+m)+p']-p\ 
Piy^{^+m)+p^^po.] 



d*où 



7«y(l+/7z)+J»'(l+m)' 



Cherchons maintenant la valeur de j en fonction de a et de ^. 
On a 



Digitized by LjOOQ IC 



DU SECOND OHDRB. 177 

J—P yt — PT ^. —PI ^ , 

simplifiant, réqaation devient y (1+m) =— p*3, alors j^5=— .iîA. 

l+OT 

Dans la valeur de x mettant poar ^ sa valeur en fonction de a 
et de Pj on a 

Ainsi on a donc pour les valeurs des coordonnées du point de 
contact du cercle osculateur 

1. 

x^-P—^ — ï — i ' ^^^ \Tn^\i ' 

1^ (1 + mf {p^^f +/I* (1 + m) ^' ^ '^^^ 

Substituant ces valeurs dans l'équation (1), on a pour FéquatiOB 
de la développée, 

Cette équation fort compliquée ne peut servir à donner la forme 
exacte de la courbe dans le cas où m n'est pas zéro, c'est-à-dire 
dans rhypothèse des courbes à centre. 

Développée de la parabole, 

157.— Dans l'équation générale des développées des courbes du 
second degré faisons m=0, il vient 



{p^^)i=^^2{p*?f + 2p{^^p). 



12 
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Ordonoant par rapport à j), oua 

ou, en désignant les coordonnées par les lettres babitaeUes x, j, 

â 
5 






Fiff 96 ^^ ^^'^ i^^ l'équation que la courbe a deux branches symétri- 
quement placées par rapport k l'axe de la parabole, pois ensuite 
que ces deux branches partant du même point de cet axe sont en- 
tièrement situées à droite de la ligne MR parallèle à Taxe des /, 
dont x=p est l'équation. A partir "du point ^ = 0, j:=/7 la dé- 
veloppée s'étend juqu'à l'infini au-dessus et au-dessous de l'axe de 
la parabole. 

On va maintenant montrer que le point ^ == 0, jt =p est qd 
point de rebroussement du |ft*emier ordre dont l'axe des x est la 
tangente. 
L'équation générale des tangentes est 

(— ')f+(^-y)|'=«.* 

Pour le point que Ton considère y = 0, jc'=:p, cette éqoatioo 
devient 

Bc réquatîon de la développée on tire 

dx~ 3^ ' dy~ i^ ' 
alors pour x' ^^p, y = ces quantités ont pour valeurs : 
df 2 -\ df 
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L'équation de la tangente devient 

Donc la tangente a« point où commencent les deux branches de la 
déyeloppée est l'axe de la parabole , ainsi ce point est on point de 
rebronssement du premier ordre. 

Cherchons dans quel sen»la développée tourne sa convexité re- 
lativement à Taxe des x. La courbe étant symétrique par rapport à 
cet axe, il suffit de considérer la branche dont les ordonnées sont 
positives. La concavité ou la convexité sont données par le signa 

que prend—. 

Prenons les différentielles successives de Téquation 

on a 

2 — * 2 — * 2 _* 2 — * 

d'où on tire 

On voit que pouf j' > 0, ^ est positif. Donc la développée est 

convexe vers l'axe de la parabole. 

Cette développée ayant des branches infinies , on doit chercher si 
elle a des asymptotes. 

L'équation générale des asymptotes est j: = ay-|-6', a' et 6' 

ayant pour valeurs a'= lim f - j ,• 6 '= lim {x — a'y) . 
DeTéqualion jk^= -- p ^ {x — //) on tire 
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1 






ou 






3 



^^ U'-/^^"^)^ 



Faisant dans le second membre de cette dernière équation a* = oc, 
on a lim | - ) = 0, Donc 0!=. 0, À'= lim (x— -a» =lim (a?)=oc. 



Donc la développée a une asymptote parallèle à Taxe des y sitaée 
à l'infini. 

Cherchons si cette même coarbe a des asymptotes parallèles à l'axe 
des X. 

Pour cela prenons Téquation y=iax-\-b^ dans laquelle 

iz=lim( — 1, à = lim (j^-r-ax). 
De Téquation de la développée on tire 



(i)-=!,-HJ-^-') 



ou 



J=[?^-i(J -;,.-?)] 



Faisant dans le second membre de cette équation jr = oc, on a 

lim /-j =a==Qc. Donc Tasymptote est parallèle à l*aCxe des y. 

L'équation x = a> + 6', qui seule pouvait la déterminer» a montré 
qu'elle est située à l'iofiai. 

Donc la développée de la parabole n'a point d'asymptotes. 
D'après tous les développements exposés ci<dessus, on voit que 
rig. 90* cette courbe a deux branches qui ont la forme MNP et MN'P'. 
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158.— Pour déterminer les formes des développées dans les 
courbes à centre , il faut prendre pour axes de cocxrdonnées les 
axes mêmes de ces couites; alors l'ellipse et Thyperbole sont re- 
présentées par l'équation ^'=m*j:'-|-i'^ 

L'équation de la développée s'obtient oonune précédemment en 
éliminant x et ^ entre les équations 

y j 

Prenant les différentielles successives de l'équation (1), on a 

ydy = nCxdx^ yd^y-\'dy = w^dx*^ 
d'où on tire 

^-^dx-^ y ' ^ -^dx^^y r y )'' y'' 

Substituant dans les équations (2), (3) à y\ y" leurs valeurs, il 
▼ient 

_ m^x (p^-^-m^x*) __ j?(y-|-mV) 

Mettant pour ^^ sa valeur nCx"" -}-/'% puis chassant les dénomina- 
leurs, ona j:^— P^ Cherchons la valeur de y. 

y P— y, — y ^y . 

A la place de m*a^ mettant sa valeur m'y — m'p', on a 

, fl-- y(i-\-rrn-my 
3_ myp 



Delàondéduit y^= , , .. 

Ainsi les coordonnées du point de contact du cercle osculateur 

sont 

lm'{l+m')j' ^ \l+m7 
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SnlntiUiaiilces valeurs dans réquation (1), il vient pour eeHe de 
la développée, 

OU mettant jt et ^ à la place de a et p, 

Telle est Féqpiation générale des développées dans les courbes à 
centre du second degré. On va maintenant diercber la forme et la 
position de chacune d'elles dans l'ellipse et Fhyperbole. 

Développée de V ellipse. 

159. — Dans la dernière équation à laquelle on vient de parvenir» 
mettons pour meip^ ^ et —, on a, toute simplification effectuée, 

Posons a* -— b^z= c* et réduisons tous les termes au même dénomi- 
nateur, il vient . 

t s » « 4 

^ï j.»_|^^Vr*=c«. (1) 

Telle est la forme la plus simple à làqaette on puis» fiamener Té- 
quation de la développée de l'ellipse. 

On reconnaît à Finspection de l'équation (^e cette courbe est sy- 
métrique par rapport à chaque axe de l'ellipse. Cherchons les points 
où elle coupe chacun d'eux. Dans l'équation (1) faisons d'abord 

Fig. 97. j^ =z= 0, on a j: = ~ = :— , expression qu'on construit en dé- 
crivant du sommet B un arc de cercle avec le demi-axe a pour 
rayon, arc qui, coupant AA' en F et F, donne OF = a' — b*. Main- 
tenant décrivons une circonférence tangente en F à l'axe, puis du 
point comme centre avec a pour rayon décrivons un nouvel arc 
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de eerclB ^ ce «torDier ooupe la ciromitéreAce tasgente en F au point 
S, qui joint au centre de l'eUipse donne, en vertn d'une prqiriété 

de la circonférence, ÔF*= OS x OS' 5= a* - b\ d'où 0S'= Izï.^ 

a 

B'après cela rabattant S' sur AA' en le faisant ioarner autour du 
centre 0, les points M, M' qu'on détermine ainsi sont ceux où la 
développée ooupe le grand axe de FéDipse. 

Les points où la courbe coupe l'axe des y ont pour ordonnées 

a il 

y=± — T — . Pour les fixer sur le phm il faut suivre un procédé 

semblable au précédent. Du point comme centre avec b ponr 
rayon décrivons une circonférence, cette courbç coupe cette tan- 
gente en F à l'axe des x en H , alors tirant la sécante OH, on a 

GHxOH^oFa'— fc% d'oùOH==î^^\ Maintenant si on 

ramène le point H' en le faisant tourner autour de en N et M' sur 
le petit axe de l'ellipse , on a en ces deux points ceux où la déve- 
loppée coupe l'axe des ^. 

Prouvons que la courbe ne s'étend pas au delà des points M , 
M',N, N'. 

Résolvant l'équation (1) par rapport à x^ il vient 



;= Ic^^b^ yA 



% 



Pour que x soit réel il faut que la quantité entre parenthèse soit 
positive, condition qui donne j^<t;, c'est-à-dire moindre que 

ON ; pour j^=0N, a:=0. Donc la courbe ne s'étend pas au delà 
des poitits N et N'. Résolvant la même équation par rapport à y, 
on a 



4/4 1 s\t 



Pour que j^ soit positif il faut qu'on ait jt < — ou a:<OM; pour 

jM)M, ^=0, ce qui donne le point M. Donc la développée est ter- 
minée aux quatre points M , M', N , N'. 
Les poiiita auxquels la cèûrbe se termine sont des points de 
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rebroassement da premier ordre dont les tangentes sont les axes. 
L'équation générale des tangentes est 

Il suffit de considérer les tangentes aux points M et N, là courbe 
étant symétrique par rapport à chaque axe. Pour le point M, 

^' = ^ , y=0. De l'équation (1) on tire 

quantités qui deviennent pour le point M 

4^_2Ô«_ df 2 ^\ 

en sorte que l'équation de la tangente est 
.2- -I /c> \ i 



à cause du coefficient qui est zéro. Donc la tangente en M est 

l'axe des a:. 

Considérons le point N. On a x'== 0, y= î*, siAstituant ces va 

■ à ' 

leurs dans ^, ^ l'équation de la tangente devient 

2. -• /c' \ i 
^=--*c »(--_^jx- ou x = 0, 

f 

a cause du coefficient -— . Ainsi l'axe des j- est tangent à la dé- 
veloppée aux points N et N'. 
Donc les quatre points M, M', N, N' jsont des points de rebrous 
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sèment da premier ordre , et la tangente en chacon d'eux est Taxe 
de l'ellipse sur lequel il se trouve. 

Il ne nous reste plus cpi'à déterminer en quel sens la courbe 
tourne sa convexité relativement à Taxé des x. Il sufSt , à'cause de 
la symétrie, de considérer la partie située au-dessus de cet axe. 

De l'équation (1) on tire 

1 ** I *i. ti 



f d'où 



S 1 



dx'^ J *' dx* 
d'y 



(S 4 4 1\ 

11 1 4 J /• 
6V* **^V 



La valeur de ^^ montre que, quellequesoit la valeur attribuée 

d'y 
à X pourvu que y soit positif, on aura toujours -—-^ > 0, c'est-à- 
dire qu'au-dessus de l'axe des j: la courbe est convexe vers cet axe. 
On voit que si on prend un point au-dessous de Taxe des abscisses 

^ est n^atif , puisque le facteur Kr qui entre dans les deux 

termes est négatif et les autres positifs* Donc pour r < 0, on a 

2^ < 0, c'est-à-dire que la développée au-dessous de l'axe des x 

tomme sa convexité vers cet axe, résultat que la symétrie nous atait 
déjà annoncé. 

Maintenant on sait que la développée se termine aux point» 
M,M',N,NS qu'elle est tangente à ces points aux axes, puis enfin 
qu'elle tourne sa convexité vers l'axe des x. Ces notions suffisent 
pour connaître la position et la forme de cette courbe. 
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Développée de Phgperb^. 

1^0, t- Dans Téqnalk» •générale des dé?eIo|l{iée det esurbesà 

centre , mettant pour m* et />' leurs valeurs ; et — 6% il vient , 

après avoir effectué toutes les simplifications et posé c*=za*'\- b\ 

b^y^ — cfx^^ — C^. (1) 

Telle est la forme la plus simple à laquelle puisse être ramenée 
l'équation de la développée de Thyperbole. On voit que cette éqaa< ^ 
tion ne diffère de celle de la développée de Tellipse qu'en ce qae * 
6* y est remplacé par — A*. 

Cherchons les pointscù cette cpurbe coupe lesax^. Dans Téqua- 

tion (i ) faisant j: = , on trouve ^' = — -n , ainsi l'axe des y n'est 

b 

pas coupé par la courbe. 

Faisons j^ = 0, on a 

_e _ a' + b* 
a a ' 

Fig. 98. Pour construire cette dernière expression > au foyer F deTt^per- 
bole , décrivons une circonférence tangente à Taxe transverse avec 
un rayon au moins égA à Fâ, A étant le sommet correspondant 
au foyer F. Du centre avecOA = a pour rayon décrivons un arc de 
cercle qui coupe la première circonférence FRS en H ; alors tirant 
la séeante OH , on a 

OH X OH' = OF = a" + b' d'où OH' = ^^, 

en sorte fuesi on ramène le point H', en le laisaÉt temmst autour 
de O sur l'axe AA^ les deux points M,M' ainsi obtenus sont oenx 
où la développée coupe Taxe transverse. On va moi^er que cette 
courbe n'a aucun point entre M et M'. L'équation (1) résolue par 
rapporta^, donne 

s 

t 
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Pour que j^ soit réel il but qtte la quantité entre parenthèse soit 

positive , condition qui produit j: > - , c'est-à-dire x > OM ; pour 

a 

j: = OM = - , j^ = 0. Ainsi les deux branches de courbe que pré- 
sente b développée commencent l'une en M et l'autre en M' ,et s'é • 
tendeol dans le sens des x positifs et négatifs jusqu'à Fin&ii. L'é- 
qaation (1) montre que la courbe est symétrique par rapport à 
cha^e axe. 

Les points M, M' sont des points de rebroussement du premier 
ordre ayant pour tangente l'axe transverse. En effet l'équation 
d'une tangente à une covbe quelconque est 

cherchons ce qu'elle devient pour x' = - , y = , et la courbe qui 

u 

nous occupe. L'équation (1) donne 

dx^'i ' ^"^ 3 -^ pour j: ~^,^ -u, 

ces valeurs deviennent 

en sorte que l'équation de la tangente en M* est 

où jr = à cause du facteur ff qui est zéro. 

^^ 

Donc l'axe transverse est tangent à la courbe en M et M^ et ces 
points sont des points de rebroussement du premier ordre. 

Pour déterminer dans quel sens la courbe tourne sa convexité ; 
par rapport à l'axe des x , différentions r«quation (i) ,.on a 
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QI4 ati â** 

d'où 
La valeur de ^ peut se remettre soos lai forme 
De l'éqaation (1) on tire 



4 



fi fix* 



I si 

~ .1 



y d*y 

substituant cette valeur de ^ dans celle de —- , on a 

On voit par cette expression que quel que soit xpourva que y 

d'y 
soit positif, -^ est positif. Donc la courbe tourne sa convexité vers 

Taxa transverse. 

La courbe ayant quatre branches infinies , il faut chercher si 
elle a des asymptotes. 

L'équation générale des asymptotes est^ = a!x + b\ dans te- 



=limg),*' 



quelle a' s=lim(-), b' = limO' — a'^)- 
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De Téquàtion de la développée on tire 



189 



X 



c^ 



y b^, 



Si dans la valeur de^ oo fait :r r= œ , on a lim [ ^ W ^ , 

ainsi tf'r=4. Alors b' = l\m(y — a!x)= lim^r — 7^ a:*). Met- 
tant dans cette dernière équation pour j^ sa valear 

s 
I / • s 4\i 

il Tient 

'J r 1/ 1 I î\^ ^ 

y — a!x=: 7 1 «• x' — c' I — T J^ 
Mnlliidiant et divisant le second membre par la même quantité 

s 

/ s « 4\i 



il vient 



1 



y — ax=z- 



(JJ-c^) -. 



9 



1 



"^ / t t ♦Ni 

_ [a^jç^ — c* j 4- ax 

4 4 4 « .» 8 

a^x* — c* — 3^i'j:^c'. + 3^3?j:'c* — aV 

/ • « 4\î 



divisant les termes de la fraction dn second membre par x", on a 



y-^a'xz 



4 4 4 S « f- 

^ ex "^ — 3^t^c^ + 3/g^c ^x^ ^ 
\^a''x~'* — c'x ) +flx • _^ 
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ï^K- 08* Maintenant posons j: = oc ^ pkurs » 

4 » 

limite Cr -- £i'j:) = fr' = - x — r — = oc; 
b V 

donc l'asymptote est une ligne parallèle à ON , mais située à rinfiiu. 
Pour déterminer ON, on prend OP = &» puis la perpendicalaire 
PM à OP égalé à la moitié de l'axe transv erse , par conséquent od a 

a = tang NOP X b , d'où tang NOP = j . 

On voit d'après toiU ce qui vient d'être exposé , qu'étant donnée 
une courbe du second degré rapportée à son centre et à ses aies, 
on peut obtenir facflement l'équation de sa développée et la con- 
struire. La parabolei et l'hyperbole sont les deux courbes du fiecood 
degré dont les dévelo|q[)ées ont des branches infinies, courbes qai 
du reste n'ont point d'asymptotes O. 

Tangentes commîmes à deux courbes du second degré, 

161.— Les équations de deux courbes du second degré pamQ 
choix convenable d'axes de coordonnées rectangulaires peaveoi 
toujours se ramener à la forme 

(1) y=mx'+2pjc, (2) Ar'+BJT+Cjr*+Dr+Ea:4-F=0. 
(3) ^ = «a: + p. 

L'équation de la tangente commune à ces deux courbes est 
^=aj: + p, a et p devant être • déterminés de manière à ce que 
cette ligne coupe chacune des deux courbes en deux points ayant 
des coordonnées égales. Cette condition pour la première courbe 
donne l'équation obtenue antérieurement , mp* — 2pa3 + /^' = ^ 
Pour obtenir l'équation analogue rdntivement à la seconde courbe, 
éliminons ^ entre les équations (2) et (3), et exprimons que les 
racines de l'équation résultante sont égales. 

L'élimination indiquée donne l'équation 

j:XA«'+B'/+G)+j:(2AaP4-Bp+Da+E)+Ap*-f.Dp+E=0. (4 
(*) Voir pour la suite de la théorie des développées le paragraphe i63. 
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La condîtieii d'égalifé des raeîneflrde réquation (4) donne 

(2Aap= BP4-Da+E)'=4 (Aa^ + Ba-h C) (AP^' 4-D(3-fE); 

efifect^aQt les ealeols indiqués et rédaisant , il vient 

aXI)'-4AF) + 2a[P(2AE-BD)-fDE-?BF]+p'(F-4AC)+ 
-|-2p(BE— 2CD) + F-4PC = 0. 

Ainsi les équations déterminant a, p de manière à ce que la droite 
y^ax 4- P soif tangente à la fois anx deux courbes données , sont 

(5) mP' — 2/^aP-|-p*==0, 

(6) a'(iy-4AF)+2a[p(2AE— Bl))+DE-2BFH-p*(B*— 4AeH- 

+2p(BE— 2CD)+F— 4CP=0. 

De la cofmbinaison des équations (5), (6), il résultera quatre 
yaieiunft pour a, et |3 ; donc deux courbes ne penyeul avoir ^u ^us 
cpie quatre tangentes communes. On va examiner ce que de- 
Yiennent ces équations dans les principales positions que peuvent 
occaper, relativement l'une à l'autre , les deux courbes données. 

Supposons que les deux courbes aient leurs axes parallèles, leurs 
équations sont 

y=mx*+^pj:, A^'+C:c' + Dr+Ex + F=0. 

Inéquations donnant «, p, deviennent 

mp' — 2/?ap +/?• = 0, (D* - 4AF)a"4-2a(2AEp+ DE) — 
- 4 AC6' - 4CDP + F - 4FC = 0. 

Si les courbes ayant leurs axes parallèles passent à l'origine des 
coordonnées , leurs équations sont 

a, p sont donnés par les équations 

wp'-2/;«p4-/jWo.. a*D'-{-2a(2AEp+DE)-4ACp'-.4CDp-}-E*=0. 

Gonttdérons le cas où les deux courbes ont un de leurs axes com- 
mun , Taxe des x , les équations qui ks représentent sont 
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celles donnant a et p sont 
mp'— 2/?aH7?'=0 , 4APa'— 2a(2AEp)+4ACp*— E*+4FC=0. 

.Par la forme de la dernière éqoation on voit que si on élimine a 
entre les deux dernières , l'équation résultante sera du quatriéiDe 
degrés mais ne contenant que des termes de degré pair ; donc les 
valeurs de p seront égales deux à deux et de signes contraires,* les 

mô* -4— n* 

valeurs de a étant données par l'équation a' = ç.'T , il s'en- 



suit qu'elles sont égales deux à deux et de signes contraires. Donc 
dans ce cas les tangentes sont deux à deux symétriquement placées 
par rapport à l'axe des j?, ce à quoi on devait s'attendre , puisque 
les deux courbes sont symétriques par rapport à cet axe.. 

S|ap||psons maintenant que les deux courbes ayant un axe com- 
mun , aient un de leurs sommets situé à l'origine des cocHrdonoées. 
leurs équations deviennent 

y = nix* -f ^px , V + C^* + Ea:=0 ; 
celles qui donnent a, ^ sont 

mp* - 2pap +p* = , /i.AEap— 4ACp" 4- F =0. 

Tirons de la première équation la valeur de a et portons-la dans 
la seconde , il vient 

2p5 (mAE — 2Aqp) + p(2AE/?* + P/i)= 0. 

On voit que dans cette position les deux courbes n'ont que trois 
tangentes communes , l'une d'elles passe à l'origine , puisqu'une des 
valeurs de p est zéro ; les valeurs de a sont données par l'équation 

m^^+p" ,, , 
« = — ^ g y douon tirea = ocpour p= 0, en sorte qoelV 

i B 

quatiott de la tangente commune jt = -^ — - est x = , pour le 

a a 

système de valeur p = o , a = oc ; ainsi les deux courbes ont pour 
une de leurs tangentes communes l'axe des y. 
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Considérons enfln le cas où l'anc des courbes a son centre à 
l'origine, les équations sont 

Ay+Cr'-fF=05 
celles donnant a, p sont 

AFa^ + ACp^-fFC=0. 

£d discutant les équations donnant a et ^ , dans les diverses posi- 
tions que peuvent occuper les courbes , on peut reconnaître quelles 
sont celles oii ces lignes ont quatre tangentes communes , trois , 
deux et enfin aucune. Les développements qu'exigent une telle 
discussion sont trop longs pour être détaillés ici. 

162.— Les développées de toutes les courbes jouissent d'une 
propriété remarquable, qui consiste en ce que toutes leurs tan- 
gentes sont normales à la courbe dont elles proviennent. 

En effet, on a 

(1) a.=X --J7 , 

l+y" 

(2) p=^+_i^, 

«, ^ désignant les coordonnées d'un point de la développée de la 
courbe dont^==/(j:) est Féquation. 
Les équations (1) , (2) peuvent se mettre sous la forme 

(3) {-r -a)/' =/(!+/'), 

divisant les équations (3) et (4) membre à membre , il vient : 

13* 
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X — « , 



OU(r— p)y + (j:— «)=0. (5) 

Considérons le point («» p), la tangente en ce point a pour in- 
clinaison sur Taxe des a?, l'expression -p. 

cLt. 

Si on considère le point infiniment voisin de (a, p,) ses coor- - 
données sont a+^fa, P4-^P» celles du point correspondant sar 
la courbe j^=/(j:) deviendront {x-^-dx^^ {y'\'ày). Alors Fé- 
quation (5) devra être satisfaite par 

{x-\^dx\ [y^-dy), (a4-^«), (p + ^P). 

Gonséqaemment la difierentielle de réqaation (5) prise par rap- 
port à a:, j^, a , p doit être nulle. Ainsi on a 

dx^^dx[y--^)^y^dx--^do.-yA^ = ^, 

ou , en remarquant que 

dx"^ ' dx"^' 

équation qui , en vertu de Téquation (4) , se réduit à 

doL'\'y'd^=0^ 
d'où on tire 

d^" -y 

Alors réquation de la tangente à la développée au point 

(«,|3)est 

1 

. r 
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or celle de la normale à la courbe y =/ ( x ) est 

Donc la normale et la tangente se confondent, puisqu'elles passent 
an même point et qu'elles sont également inclinées sur Taxe 
desj:. 

Donc toute tangente à une développée ^est normale à la courbe 
d'où elle provient , courbe qui, relativement à la développée, est 
appelée développante. 

De la plus courte distance d'un point à une courbe, 

163. — Soient a, p les coordonnées du point donné, et x, y celles 
du point pris sur la courbe , en désignant par A la distance de ces 
deux points , il vient 

A'=(a:— a)'+(y— pr==j:'+y* — 2x0: — 2py+a* + p\ 
Pour exprimer que le point {x^y) est sur la courbe, on a : 
y=mx* -{-Qpx j 
équation qui, combinée avec la précédente , donne : 

A'=: a:' 4- mx* + 2px — 2«a: -|-a*-|- p* — 2p {/maf-^-^px, 



ou A'=:x^(i+m)— 2j: («—/?) + a* + P'-.2pV^ mx' + 2px. 
Od sait que pour rendre 

x'(l^.m) — 2x(a— p)+a*-t-p*— 2pV/wa:' +2px 

liQ minimum ou un maximum, il faut que x soit tel que la dérivée 
ic ce trinôme du second degré soit nulle ; condition qui donne 
équation 
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oa i^mx'+2px [x(i +m) — (a — ^) ] — p {mx +p) — 0^. 

PoQr faire disparaître le radical , faisons passer p {mx -{-/') dan» 
le second membre, et élevons aux carrés les deax membres de 
l'équation résultante , il vient : 

(mx'-^^px) [JC*(1 -{•mr'\'[a—py^^(x^p) (1+770x1== 
= p-(/7ix+iEi)*; 

ordonna nt par rapport à x , on a : 

+ x\m(p^ur + kp{p-a){i-^m)^mY^ + 
-hx[2/.(/7-ar-.2mpp'] -/p^=0; 

équation qui est celle déterminant les points où les normales me- 
nées du point (a, P) coupent la courbe; pour s'en convaincre, il 
suffit de la comparer avec Téquation (3) du paragraphe (18). 

Les valeurs de x qur rendront A* un [maximum ou un minimum 
sont celles qui donneront à la dérivée, du second ordre, de A* une 
valeur négative ou positive. 

Ainsi , Féquation du 4« degré en x , à laquelle on est parvenu, 
prouve que la plus courte distance d'un point à une courbe 
du second degré est une des normales menées de ce point à la 
courbe. 

On va appliquer la théorie qu'on vient d'exposer à la circonfé- 
rence, parce que la simplicité de son équation donne des résaltatft, 
dont il est plus facile de se rendre compte géométriquement. 

L'équation de la circonférence rapportée à son centre est 
x^-fy^^^^N ^° désignant comme ci -dessus les coordonnées da 
point donné par (a,P), on a, pour la distance d'un point de la courbo 
au point (a, P), 

A*=x'+»--f a*+p*— 27X^2Py=R'4-a'+p*-2xx— 2p ]/W^x\ \ 
fsnr suite 
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/A* -i 



alors la condition à laquelle doit satisfaire x pour rendre A* un 
maximum ou un minimum est 



<l'où on tire 



^ =., 



substitasmt cette valeor dans l'équation de la courbe , xm a : 
= __H__ 

Ainsi les coordonnées du point cherché sont : 



x = ±: 



r = ± 



V/7+Î-' 
pR . 



V.-+P'' 

d'après cela , la Taleor de à* deyient .- 

R* («*+?') /R(*'-fi3')\ 



Pour déterminer quelle est la valeur de x correspondant au 
maximum ou au minimum de A*, prenons la dérivée du Second or^ 
drc de A', on a ^ 
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Ainsi donc 



<rv ^ pR' 



On voit que ^ étant positif ainsi que a^ la valeur positive de i 
correspond au minimum de a', et la valeur négative au maximam. 
Maintenant on «va reconnaître par la géométrie que le maximam 
et le minimum sont donnés par la normale menée du point (e,P), 

et que les signes de -7-^ correspondent aux valeurs indiquées pré- 
cédemment. 
^^'* En effet , soit M le point donné , faisons passer par ce point an 
diamètre; soient P,Q ses points dlntersection avec lacirconré- 
rence. En tirant les coordonnées des points M,P, Q, on forme les 
deux triangles semblables OMA, OPB, d*où on tire 



d'où 



or 



OB:OA :: OP: OM, 
OA X OP 



0B = 



OiVl 



donc 



OA = a, 

OP=R, 



06 = 0-= "^ 



yc^-\-f 



du même triangle on déduit 
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BP : MA ::OP:OM, 

d'où 

j — . j » 

VVTf 

les poiots P, Q étant les extrémités d'an diamètre OC=OB, 
QG=BP. Ainsi les coordonnées des points P, Q sont données par 
les équations 

«R 



qui sont identiqaes à celles donnant les points pour lesquels Â* est 
un maximum ou un mininum. 

Donc la plus courte et la plus grande distance d'un point à une 
circonférence est la normale à la courbe partant de ce point. 

Les valeurs que donnent les considérations géométriques mon- 
trent , comme le calcul, que le maximum de A correspond aux va- 
leurs négatives, c'est-à-dire au point Q, et les valeurs positives au 
minimum, c'est-à-dire au point P. • 

Par le calcul des variations, on démontre que généralement' la 
plus courte distance d'un point à une courbe est une des normales 
qu'on peut mener de ce point à la courbe» 

Considérons une courbe du second ordre MNP et un point A 
extérieur h, cette courbe ; soit AB la normale menée à cette courbe ; 
au point B où elle la coupe , menons une tangente BC ; cette ligne 
divise le plan en deux régions , toutes les fois que la courbe et le 
point ne sont pas dans la même région, la normale AB est la plus 
courte distance du point à la courbe. En effet, prenons un point quel- 
conque B' sur la courbe , la ligne AB^ coupe nécessairement , 
d'après l'hypolbèse, BG en un point B" , on a AB'> AB". AB" est Fij. 192. 
oblique sur BC puisque AB lui est perpendiculaire, àonc AB">AB 
cl à fortiori AB'> AB. Ainsi la normale AB est la plus courte 
distance du point A à la courbe ; si cette dernière avait deux 
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branehfis, c'est-à-dire, si elle était une hyperbole, la ligne AB 
normale à Tune des branches ne serait que la plus courte du point 
A à la branche où est le point B. Pour obtenir la distance minima 
absolue, il faudrait prendre la normale la plus courte parmi les 
deux normales qu'on peut tirer du point A, remplissant d'ailleurs 
chacuue la condition énoncée ci -dessus. 

Ce qu'on vient de dire s'applique à toutes courbes, et comme 
dans l'appendice on donne un procédé graphique pour trouver 
toutes les normales partant d'un point adonné à une courbe quel- 
conque, il s'ensuit qu'on peut trouver maintenant la plus courte 
distance d'un point à une courbe quelconque. 

De la plus courte distance de deux courbes. 

1 64. — Soient y = mx^ -|- 2pj? 

et A^*+B:rr+'cjc' + Dr+Ex+F = 0, 

les équations des deux courbes. La distance d'un point à une autre 
des deux courbes est 

Pour exprimer que les deux points (a, P),(j:,y) appartiennent aux 
courbes, il faut remplacer y par 

-^^^^ -f. J^(/(B*_4AG)x' + 2a:(BD~^AE)-f-D'-4AF 

et p par V^/»a'-f- 2/?«. La valeur de A' ne sera plus alors fonction 

que des deux variables a, x. Pour résoudre la question il faut 

rendre A^ un- maximum ou un minimum, ce qui exige qu'on pose 

dtC £/A" , . . ^. . 

--— =0, --- = 0; équations qui détermineront a et 3c, Apres 

ax dx 

avoir obtenu les deux points (a,^), (.r,y) tels que A' soit un maxi- 
mum ou un minimum * il resterait à prouver que ces deux points 
sont ceux où une des normales communes à ces courbes les ren- 
contre. Les calculs nécessaires pour suivre cette marche sont trop 
compliqués à cause de l'équation générale du second degré, on va 
prendre deux circonférences pour donner le plus de détails pos- 
sible sur cette question. 
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GommefiGons d'abord par déterlniner analytiqaement la normale 
commune à deux courbes ; 

Soient j^ ==/ (jc) , x = F(x) les équations des deux courbes, 
cl (^\y)y C»^"»^") les deux points où la normale commune doit 
aboutir sur les courbes. 

La normale à la première a pour équation : 

Cette ligne doit être perpendiculaire à la tangente à la seconde 

F' (jc") 
coorbe au point {x'\ y') , condition qui donne 1 — ^ = , en 

outre devant passer au point {x'\ y") , on a : 

Ed résumé pour déterminer les deux points {x'',y), (x"^^") , on a 
les équations 

(2) /' = F(x"), 

(3) ^"--^ --7^) (^■"-^■'- 



(*) 1-777ZFT = 0- 



F'(.r"i 
f(x') 



Appliquons cette théorie à deux circonférences , dont 
X' ^-y = R', {X —a)' + {y—br= R" 
soient les équations , on a : 
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puis 






dy x — a. 




dx~ y—b' 


, en sorte qu'il vient 




(1) 


x"-{-r"=R\ 


(2) 


(a;-'_«)'4.(y'_é)' = R'«, 


(3) 


y'-y=^(x"-x'u 


a) 


, (-"— )<_o. 



On va maÎQtenant prouver que les points (J^',y), (j:", r") sont sur 
la ligne des centres. 
L'équation de cette ligne est 

b 

Fig. 193. Pour que les points (jc^\y'), (Jc'^y) soient sur celte ligne , il faut 
que les deux équations 

(X) y'-ft = -(y'-a), 

a 

(Y) y-b = -{x>~a) 

a 

soient satisfaites. 

Soient B, G deux points où la ligne des centres 00' coupe les 
circonférences , en tirant les ordonnées des points B, G, O', on re- 

b y 

connaît que - = — , , ce qui transforme Fcquation (X) en 

a xr 
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ou 






or on voit que c'est Féquation (4). 

Da triangle BCF comparé à son semblable BCVG, on tire 
CF : O'G :: BF : BG ; remplaçant ces lignes par leurs valeurs en 

fonction de x\y', x",y, on a : 

b — y' 
a — X 

i 

Alors remplaçant dans l'équation (Y) 



<:=^ par <z:< 



il vient : 



y 

P»is - par p. 



y'-/='^,(^"-^''). 



équation qui est celle portant le numéro (3) 

Donc les équations (3), (4) indiquent que les points {J^'^y}, (x"^y') 
appartiennent à la ligne des centres, ou^ en d'autres termes, que la 
normale commune à deux circonférences est la ligne des centres. 

Maintenant il nous reste à faire voir que les distances de deux 
^e ces points sont les distances maxima et minima des deux circon- 
férences. 

Les équations (1), (2), (3), (4) semblent donner quatre valeurs 
pour chaque coordonnée j mais dans le cas particulier que nous 
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considérons il n'y a réellement que deai: valeurs distinctes pour 
chaque coordonnée : la propriété dont jouit la ligne des centres le 
prouve. Si au lieu de prendre deux circonférences on eût pris deux 
autres courbes , les équations auxquelles on serait parvenu eussent 
été du même degré ] ainsi on en conclut que généralement deux 
courbes du second degré ont quatre normales communes , de même 
qu'elles ont quatre tangentes communes , comme nous Ta montré 
la théorie des tangentes communes à deux courbes de ce degré. 
Mais il est à remarquer que ce nombre qui est un maximum, 
n'existe pas toujours; ainsi , suivant la nature des deux courbes 
et leur position, il peut arriver qu'elles aient une, deux, trois, 
quatre normales communes , mais jamais plus. Les équations aux- 
quelles on parvient sont toujours du même degré ; mais comme 
elles donnent les points où ces normales coupent les courbes et 
non ces normales mêmes , il s'ensuit que quatre de ces points peu- 
vent être sur une même ligne droite , deux étant pris sur chaque 
courbe, et alors les deux normales qu'ils semblent donner se ré- 
duisent à une seule. Ce fait se présente pour deux circonférences, 
car les quatre points que Ton obtient par la résolution des équa- 
tions, dont deux sont sur Tune des courbes et les deux autres sur 
l'autre , se trouvent sur une même ligne droite , la ligne des cen- 
tres , ce qui réduit les deux normales que semble fournir le calcul 
à une seule. €e fait a lieu encore pour deux ellipses ou deux hyper- 
boles qui ont les premières leurs grands ou leurs petits axes sur la 
même ligne , et les secondes leurs axes (ransverses. Ainsi on peut 
dire que le degré de l'équation finale ne donne point le nombre 
de normales communes qu'ont les courbes ; mais elles donnent le 
maximum du nombre qu'elles peuvent avoir. 

La distance d'un point de la première circonférence à un point 
de la seconde est 

Les points {-r'^y"), {^ty') devant satisfaire aux équations 
Pour que ^* soit un maximum ou un minimum , il faut poser 
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dîflérentiant successivement par rapport à ces deux variables, îl 
vient : 

djd-^''^ dx' ^ ^^' 

d\' „ , 2r'dy" , ,dy" 

Des équations précédentes on tire 

dy _ x"—a 
dx" "~ y>'—b ' 

dx'- y' 

substituant ces valeurs dans les deux dérivées de ^', il vient : ' 

% = 2x'-ify'~-2x"-\.iy"~=-iix" < ^'^'- 



t î 



dx' "y > " y 'y 

d\' „ „3^'—a , , ,x"—a 

d7'=^-^7:ri-^^+^y'-o-^ 

égalant ces quantités à zéro , on a 

{y'-b){x"-x')-^{x"-a){y-y')=to. 

Ainsi les équations qui déterminent les coordonnées x',x",y,y' 
sont 

(X) x"-\-y'=-R\ 

(Y) {:^'-a)' + {y'-b)'=1{'% 

(Z) yx^'=y'x-, 

(U) (y-b) {x"^x')=(y'-y)ix"~a). 
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L'équation (Z) indique clairement que les points (x\ y)^ {x'\y') 
sont sur une même droite passant à Torigine des coordonnées, 
c'est-à-dire le centre de la première circonférence. L'équation (U) 
montre que les points (x',^'), {x'\y'), {a, b) sont aussi sur une 
même ligne \ or, la ligne qui détermine les deux premiers passant à 
l'origine des axes, il s'ensuit que la première passe par le centre de 
la seconde circonférence , ce qui prouve que les points sasccptibles 
de rendre a^ un maximum ou un minimum sont sur la ligne des 
centres. Ainsi on voit que les équations exprimant le maximum ou 
)e minimum de â\ expriment les mêmes circonstances que les 
équations exprimant que la ligne qui joint les deux points {x\y\ 
{x^\y% est normale aux deux circonférences. 

Donc la dislance la plus courte comme la distance la plus longue 
entre deux courbes est une normale commune à ces deux lignes. 

Les valeurs de x\ .r" qui rendront A' un maximum ou un mi- 

. nimum seront celles donnant à -^7, , ^j-tt; des valeurs négatives 

ou positives. 

Ce qu'on vient de démontrer pour un cas particulier se démontre 
généralement pour deux courbes quelconques par le calcul des 
variations ; méthode qu'on ne peut pas exposer à cause du cadre 
que je me suis imposé. 

Supposons que par un procédé quelconque on soit parvenu à 
construire toutes les normales communes aux deux courbes don- 
nées , on peut demander quelle est celle de toutes ces lignes qui 
est la plus courte distance entre les deux courbes. 

Concevons une normale commune et les tangentes menées aux 
points où elles coupent les deux courbes , il est évident que ces 
deux dernières sont parallèles, et qu'elles divisent le plan en trois 
régions distinctes, deux indéfinies à partir des tangentes dans le 
sens de leur longueur et de leur largeur, et la troisième dans le 
sens de sa longueur seulement. Toutes les fois qu'aucune des deux 
courbes ne se trouve dans cette dernière région , la normale est 
alors leur plus courte distance. 

En effet , soient MNP, M'N'F, deux courbes, dont AB est une des 
normales communes. Si on suppose que les tangentes BG, AD 
Fig 19/k. jouissent de la propriété énoncée plus haut, qu'entre elles aucune 
des courbes n'est comprise , on va prouver que AB est la plus courte 
distance des lignes MNP, M'N'F. Car joignons deux points quel- 
conques A', B', dont l'un A' est sur la première et l'autre B' sur la 
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seconde, la ligne A'fi' coupe nécessairement, d'après Thypothèse 
faite , les lignes BG, AD , soient E, F les deux points d'intersection ^ 
on a A'B'>EF, or EF étant oblique sur BC et AD , on a EF> AB , 
et à fortiori A'B'>AB; il y a un cas où EF=AB, c'est celui où 
la ligne A'B' est perpendiculaire sur BC, mais malgré cela on a 
tonjoors A'B'>AB; c'est ce qu'il s'agissait de faire voir. 

Poar la construction des normales communes je renvoie le lec- 
teur à l'appendice, parce que la méthode générale est analogue à 
celles exposées dans cette partie de l'ouvrage. 
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DEUXIÈME PARTIE. 



Après s'être occupé des propriétés des courbes du second degré 
pouvant se déduire de Téquationj^* = mx* -f" ^P^* ^Q ^^ exposer 
celles de chaque courbe en particulier. 

Ellip$e. 

1" Thkorémb. 

F|g. 103. *^^ — l^dim une ellipse le grand axe et le petit axe sont le plos 
grand et le plus petit des diamètres qu'on peut mener dans cette 
courbe , et tout diamètre intermédiaire a une longueur qui s'ap- 
proche d'autant plus de celle du grand axe que l'angle qu'il fait 
avec ce dernier est plus aigu* 

Soit AB un demi-diamètre de l'ellipse MCN, on a AB =jr'+/; 
le point B étant sur la courbe , on a ay* 4"*'-^'=^*^% d'où on tire 

jr"= — (a'—j:') ; transportant celte valeur dans celle de AB, il 

vient : 

AB'=:r'+-.(^z' — jc'j=jc*(a'— ^^') 1 + b\ (I) 
a a 

Désignons par a l'angle BAo:, alors a: = AB cosa, par conséquent 
l'équation (1) devient : 

ÂB =Â1' co8'a(a'-. 6') 1 ^b\ 
a 

d'où 



AB = 



\/'— -C^)' 
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On voit que Afi est >> 6 puisque le dénominateur de la fraction 
est <; j 1 en outre Texpression montre que plus a est grand , plus 

cos'ot — - — diminue, et par conséquent plus AB s'approche de b. 
La valeur de AB peut se mettre sons la forme 



AB = 



posons- =c, il vient ; 



AB 



\/ I— COS*a-|- -jCOSV 



D'après la valeur de AB on voit que ce demi-diamètre est plus 
petit que le demi-grand axe, puisque le dénominateur de la frac- 
tion est > 1, en outre que plus Tanglea diminue, plus AB s'ap- 
proche .de a. Donc la longueur d'un diamètre s'approche d'autant 
pius de celle du grand axe que Fangle qu'il fait avec ce'dernier est 
aigu. 

Ce théorème se démoAtre géométriquement de la manière sui- 
vante : 

Soient F, F les deux foyers, du triangle FAF' on lire f 

. SF-f BF"= 2 AF + 2Âb' , 

d'où 

2ÂB*=BF +BF' — 2AF*= (BF+BF)*— 2ÂP - 2BF X BF. 

Dans 1 ellipse on sait que la somme des rayons vecteurs est égale 
au grand axe , donc BF + BF' = CC ; alors on a : 

AB = \ ce'— AF — BF X BF; 

remarquant que - CC'—AF est une quantité constante, il s'en- 

14 
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suit que AB' ne dépend que de BF x BF, alors AB sera d'autant 
plus grand que la différence entre BF et BF' augmentera; ce (juia 
lieu à mesure que le point B s'approche de C. Donc AB ira en crois- 
sant à mesure queFangle BAx diminuera, et lorsque B coïncidera 
avec C, F'B = 2AF + FC et FB = FC, par conséquent 

AB = l CC'~Âf'--FC(2AF+FC)== J CG -.ÂP -FC -2AFXFC, 

or ^ CC^ = AC = ÂF + FC+ 2 AF X FC, 

donc Ab"=: ^ ce*- \ CC*=r \ CG'= ÂC . 

2 4 4 

Donc le diamètre AB est moindre que AC, et s'approche d'autant 
plus de ce dernier que Tangle BAo: est aigu. 



jr Théorème. 

166.— Lorpetit axe d'une ellipse est moyen proportionnel entre 
les distants d'un des foyers aux extrémités du grand axe. 
Soient F, F' les deux foyers , du triangle rectangle BOF, on 

lire Ôb'=bF— Of\ mais BF=OA, alors ()B=(5Â*—0F = 
(OA+OF) (OA-DF); or OA-fOF=FA', et OA— OF=FA, donc 

0B*= FA X FA' ; c'est ce qu'il fallait prouver. On peut arriver 
facilement à cette conclusion par le calcul, car on sait que 0F= 
l/^Zrï^, alors FA.= a+\/a'^b\ FM^a — i/a'^b'; donc 
FAXFA'= {a+\/'7^') (a*— V/^^^') = ^'-«'+^'==*^ 
Donc6'=OB'=FAxFA'. Donc le petit axe estmoyen proportionnel 
entre les distances d'un des foyers aux extrémités du grand axe. 

Iir Thâorémb. 

167.— Dans une ellipse le carré de l'ordonnée à l'un des axes est 
au produit des abscisses correspondantes comme le carré de Taxe 
auquel l'ordonnée est parallèle est au carré de celui auquel elle est 
perpendiculaire. 
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En effet « soient CG\ BB' les axes de l'ellipse et MP ane ordonnée, fig. los. 
il faot prouver que 

PB'xPB^BB'''"ÂB'' 

en effets l'équation de la courbe rapportée à ses axes est ay 4- 
^V = a»6%d'où 

or >^=MP, j:=:AP, X + û = PB', JT — HrrrPBj 

MP' AC* .^ , 

donc = =zr, car AC=ft et Kb^a, 

PBxPB' AB' 

Tirons MF, il fant prouver que 

mF' AB* 
PC X PC ~" Âc' 

De Téquation de la courbe on tire : 

or ^+j^=:FC', ^~.y = P'C, j:=:.MP. 

Donc substituant à ^ -{-y, b —y, jc leurs valeurs , il vient -. 

mf' âb' 

FCxFc"~Ic' 

Cette propriété qui se déduit si facilement de l'équation de la courbe 
peut se démontrer par des considérations géométriques. ^' 

Soient F, F' les deux foyers , tirons MF, MF'; du point M comme 
centre avec MF pour rayon décrivons une oîrconférence qui coupe 
BB' en F et H, puis prolongeons MF' jusqu'en K. Soit E le milieu 
deFKJoiguQns AàE. 
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OnaMErrKE— MK= î (F'K— 2MK) =5^11', ensuite AP= 

AF'— PP= ^ (FF— HF')= - F'H. La circonférence CK'FK 
étant coupée par les lignes F'K, FF' on a, d'après un théorème 
connu, F'HxFF'=F'K'xPK, d'où on tire ^ = ||!,prfr 
nant la moitié de chaque terme , il vient : 

1 F'K' ^ FF 

2 __2 

\ F'H : F'K 

2 2 

or on a montré précédemment que - F'K' = ME, - F'H = AP; 
remarquant en outre que F'K= AB\ il s'ensuit qu'on a -r^ = -r^. 

A.fr Ad 

De cette proportion on déduit la suivante : 

ME+AP _ AF+ AB ., . ME-f AP _ AP 
AP " AB ' •*" AF + AB ~ÂB' 

ce qui donne 

ME+AP4-AFH-AB _ AP+AB 
AF-i-AB AB ' 

nial8ME+AB=F'M, AP+AF=FT, AF+AB=FB, ABH-AP=Pff, 
donc il Tient : 

FM+FP _ PB' 

FB ~ AB' ^' 

^ , ..ME AF 

De la proportion -^p = — , on tire : 



AP-ME _ AB-AF ., , AP-ME AP 
ÂP AB ' " AB— AF~AB' 

de cette dernière, on déduit 
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AP— ME— AB+AF AP— AB 
AB^AF ~ AB ' 

Maintenant remarquons que AP-f-AF=F'B, ME-|-AB=F'M, 
AB— AF=?FB, AB— APssPB; remplaçant chacun de ces binômes 
par leur valeur, il vient .- 

FM— FB _ PB 

FB^~ ~ AB' ^ ' 

Multiplions les égalités (t), (2) membres à membres, on a : 

PBxPy _ (FM + FT)(FM-FP) FM ~FP' 
ÂB* ~" FBXFB' ~" F'BxF'B' 

Du triangle rectangle MPF' on lire MP'=FM*— FP", en con- 
séquence on a : 

PBxPB^ MP' 

ÂB* "f'BxF'b' 

mais en vertu du théorème précédent AG'= F'B XF'B'; alors met- 
tant pour F'B X F'B' sa valeur "ÂC\ il vient : 

MP' ÂC* 



PBxPB' AB 



c'est ce qu'il fallait démontrer. 

Il nous reste à prouver que ce théorème est vrai relativement à 
Vautré axe ; ainsi^qu'on a 

Mq' AB 



QCxQC' AC 

En effet, dans Tégalité à laquelle on est parvenu en dernier lieu, 
remplaçons PB X PB' par (AB+ AP) (AB — AP), alors on a : 

MP' ÂC* AB-ÂP' ÂB* 

— ^ ou — =: — = =r, 



AB-AP AB MP AC 
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d'où on tire : 






âB-AB+AP 


AC'-MP' AP 


ab' 


ab" 


ÂCT AC'- MP 


AC' 



Remarquons que AP=MQ, MP = AQ, et que AC — AQ = 
(AC+ AQ) (AC — AQ) = QC X QC. Donc 

MQ* AB* 



QCxQC AC' 
Ainsi le théorème énoncé est complètement démontré. 

IV« Théorème. 

168. — Le petit axe d'une ellipse est moyen proportionnel entre 
le grand axe et le paramètre de cette courbe. 

On appelle paramètre dans une courbe du second degré la 
double ordonnée au foyer. 
Fig. 107. ËD eff<6t> d'après un théorème démontré, on a • 

mf" âc" 



FB X FB' AB* ' 

mais le demi-petit axe est moyen proportionnel entre FB et FB' : 
remplaçant FB x FB' par AC , régalité devient : 

AC" "^ AB* ' 

ce qui revient à AC =MF x ÂB -, extrayant les racines des 
deux membres, on a : Âc' = MF X AB ou 4AC' = 2AB x 2MF , 
donc ce* = MM' x BB' ; c'est ce qu'il fallait prouver. 
Au moyen de l'équation de la courbe , on peut démontrer c& 

théorème, car y = -r (a'— jt*), l'abscisse d'un des foyers est 
\/a* — 6% donc 
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y = MF = -(..•-«'+ ^*) = -; 
a a 

ce qui donne b^ = ay ou 46' = GC = 2a x 2^ = BB' X MM'. 
Donc le petit axe d'une ellipse est moyen proportionnel entre le 
paramètre et le grand axe. 

V* Théorème. 

169.— Connaissant Tun des axes d'une ellipse et la position 
(l'un point de cette courbe relativement aux deux axes , on peut 
déterminer la longueur du second axe. 

En eSet, soit BB' l'axe donné, le point A étant milieu de BB', Fig. 105. 
le petit axe sera en direction la ligne CC ; soit M le point donné , 
alors MP, MF sont connus; d'après un théorème démontré, 
on a: 

MP' ÂC' 



PBxPB' AB 



Désignons par Y la moyenne proportionnelle entre les lignes 
PR,PF, il vient: 

MP' ÂC^ MPXAB 

-z:^==:î, d'où AC = — i 

V AB V 

ainsi le petit axe cherché est la quatrième proportionnelle aux 
lignes V,MP, AB. 
Pour résoudre cette question par le calcul , posons : 

AP=:MP'==a, MP=P; 

le point M étant sur la courbe, on a a*^' -|-ôV= a^b"; l'inconnue 
est ici b , l'équation obtenue peut se mettre sous la forme 

b'[a'-.u^)=a'p\ d'où b= "^^ 



il est facile dé montrer que cette expression est la même que celle 
obtenue plus haut , car 

14* 
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, , ABxMP 

donc 0= —: . 



Vr Théorème. 

170. — Les ordonnées au grand axe de l'ellipse sont propor- 
tionnelles ai>x ordonnées correspondantes dans la circonférence 
dont le diamètre est le grand axe de l'ellipse /puis en outre les 
ordonnées au petit axe sont aussi proportionnelles à celles corres- 
pondantes dans la circonférence dont le diamètre est le petit axe 
de Tellipse. 
Fig. 108. Soit CBC'B' une ellipse, décrivons des circonférences sur BB' et CC 
comme diamètres , et prenons les points M, N sur Tellipse , il faut 

MP 6 AC . . NQ AB a 

prouver que _ = - = -, puis ensuite que— =^=^, 

a^ b^ étant les demi-axes de Tellipse. 

En effet, posons AP:=a:, MP=^, ÎVrP=:Y, réquation de 

^' 
l'ellipse est^^=~ («'— jc^), celle de la circonférence dont 2a est 

a ^ , 

le diamètre, e%iy''=^a^—x\ 



MP r « b 

dOMC -— - = - = =zzzr = - ; 

M'P Y ^^r^^ a 

ce qui démontre la première partie du théorème. 

Posons NQ=X, N'Q=j:^, l'équation de la circonférence dont 
^b est le diamètre, estx' = ^'— .r% celle de Tellipse est 



^, 



. ^\j. ., . X NQ b^^^ ^^ a 

x" = -- t^ -— r^ , donc — = '~T = =rr=r- = T- 

Ainsi est démontré le théorème annoncé. 
Maintenant on va démontrer ce théorème géométriquement. 

MP' AC' a Âc' 

On a = :zizr,, d'où on tire MP =:PB x PB' X ==r, 

PBxPB' AB AB 



Digitized by LjOOQ IC 



DU SECOND ORDRE. 217 

De la circonférence BCB' on lire MT"=PB x PB' , divisant les 
deux premières égalités membre à membre , on a : 

Wp _ AB" MT _ AB 

MT 

Bonc le rapport zri^ est constant. 
■^'^ MP 

Par le même théorème invoqué ci-dessus , on a : 

NQ*=4^.xQCxQG', 
AÇ 

de la circonférence CN'C on tire N^Q' = QC x QC. 

Donc —:■ ==z -— . Donc le rapport ^r~r est constant. 
NQ AC ^^ fiQ 

Donc dans Tellipse les ordonnées au grand axe sont proportion- 
nelles aux ordonnées correspondantes de la circonférence ayant le 
grand axe pour diamètre ; en outre, les ordonnées au petit axe 
sont proportionnelles à celles correspondantes de la circonférence 
dont le petit axe est le diamètre. 

Le théorème précédent donne une méthode pour construire gra- 
phiquement une ellipse , connaissant les deux axes. 

En effet, soient BB\ CG les deux axes, décrivons BB'et GC 
comnoe diamètres des circonférences. Considérons une ordonnée Fig. 109. 
quelconque MP pour trouver le point de Tellipse qui y est 
situé. Joignons M au centre A , la ligne A M coupe la seconde 
circonférence en D ; tirons enGn DM' parallèle à AB , le point M' 

où elle coupe MP est le point cherché ; car ona ^r^Tp = y = — -. 

Pour déterminer le point de l'ellipse situé sur l'ordonnée NQ de 
la petite circonférence, joignons N à A et prolongeons AN jusqu'à 
la rencontre de la première circonférence en K , menons l'ordonnée 
KH à BB', cette ligne coupe NQ en N', point qu'on va montrer ap- 
partenir à lellipse , car des trangles semblables KAH, NAQ on tire : 

NQ ^ NQ _ AN ^ ^ 
AH "" N'Q "" AK ~" a 
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Donc le point M' est sur Tellipse. 

Cette méthode permet de œnstruire facilement par poioU 
Tellipse , ses deux axes étant donnés. 



VIP Théorème. 

171. — Dans une ellipse le carré de l'ordonnée à un diamètre 
quelconque est au produit des deux segments comme le carré 
du diamètre conjugué est au carré du diamètre dont il s*agi(. 
Fig. 110. Soient CC, BB' deux diamètres conjugués el MP une ordoo- 
née relative au diamètre, GG' , il faut prouver que 



MP BB' 



PC X PC ce 

La démonstration de ce théorème exige celle du suivant. 
Fig. 111. Si par un point quelconque I on mène un diamètre à la cir- 
conférence EDE' décrite sur le grand axe de l'ellipse comme 
diamètre, et qu'au point I on mène à cette ligne la perpendicu- 
laire TT, les ordonnées des points T, T relativement au dia- 
mètre E£' couperont Tellipse en M et M', qui, joints entre eox, 
donneront la droite MM' , qu'il faut prouver couper le dia- 
mètre ££' , grand axe de l'ellipse , au même point que la 
corde TT. Ainsi il faut prouver que les deux lignes OM, OM 
sont le prolongement Tune de l'autre. Les points M, M' appar- 
tenant à Tellipse, on a, d'après un théorème démontré, 

TK _ TH^ MK TK 

MK~"M'H ^^ m¥""TH 

Les triangles UOT, TOK étant semblables comme ayant les côtés 
parallèles , on a : 

TK^ OK MK OK 

T'H~OH^ ^^^ M'H^ÔH^ 

ce qui prouve que les triangles MOK , M'OH sont semblabks» 
comme ayant un angle égal compris entre cùtés proportionnels , 
alors il suit de là que les angles M'OH, MOK sont égaux, et œmm^ 
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ils ont un côté commun, OMVOM sont le prolongement l'un de 
l'autre. Ainsi se trouve démontré le lemme énoncé. 

Maintenant du poinÉl tirons IL parallèle à T'H, cette ligne 
coupe TT' au point P qu'on va montrer être le milieu de MM'. 
En effet , le point I est le milieu de TT' puisque , dans la circon- 
férence £D£', le diamètre DD' est perpendiculaire sur la corde 
TT'. Des triangles semblables TOM\ lOP, on tire : 

IT : PM' :: OI : OP, d'où IT' -f 01 : PM' + OP :: 01 : OP, 

mais à cause des triangles semblables TOM, lOP on a 

I0:0P ::OT:OM, 

en conséquence on a IT'+OI : PM'-f-OP :: OT : OM , d'où on 
déduit IT -f OI + OT : PM'-f 0P+ OM :: OT : OM . Cette 
dernière proportion peut se mettre sous la forme 

2IT:MM'::0T:0M::IT':PM', donc MM'=2PM'. 

C'est ce qu'il fallait prouver. Joignons P au centre A , le diamètre' 
GàC est le conjugué. du diamètre BB', mené parallèlement à la 
corde MM'. Les triangles POI, TOM étant semblables, on a 

0M:OT::OP:OI, doù OM+OP: OT+OI ::0M: OT, 

nr.«. ^ • . , , MP OM 

proportion qm revient a — = •^. 

Tirons le diamètre AQ de la circonférence EDE' parallèle à la 
corde TT', joignons Q à l'extrémité du diamètre BB' parallèle à 

MM', la ligne QBG sera perpendiculaire sur EE'. Donc -r^ == — -, 
alors on a : 

MP' _ tT 

ÂB* Iq" 

remarquant que fi =ID X ID'=(AD4-A1) (AD- Al}=ÂD --m' 
et en outre que AQ = AD , et enfin que 

è£ — AL ÂP'_ÂI' 

AC""AD ^ ac""ad'' 
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on a : 



AC AD 

maisÂC* ~ÂP'=(AC+AP)(AC+ AP)=PC xPC, ce^quidonni 
en substituant cette expression dans Tégalité précédente , 

PCxPg __ ad'~âî' 
AC* "^ AD* ' 

ou, en yertu d'une des égalités écrites plus haut , 
PC X PC MP 





AC' AB" 


d'où on tire enGn : 




MP' 


AB* 4AB' BB"* 


PCX PC 


AG' 4ÂC* ce' 



c'est ce qu'il fallait prouver. 

Par le calcul on arrive facilement à la même conclusion ; 
posons AB = 6', AC = a\ puis MP = p, AP = a , et prenons poU 
axes de coordonnées les deux diamètres conjugués CC, BB', Téqa 
lion de l'ellipse est a'y + b'^x* = a^'b""; le point M étant sur 
courbe , on a a'p + b^'o^ :^= a''b'\ d'où 

b'* S* ^'* 

P' = pK-'), ou ^.=^. 

or a'^ — a'*= {a' + a){a''-'a), mais a'+a = PC,a — a = PC, 
donc on a : 

MP AB* M 



PC X PC' AC ce 



Donc dans une ellipse le carré de l'ordonnée à un diamètre quel- 
conque est au produit des deux segments comme le carré du dia- 
mètre conjugué est au carré du diamètre dont il est question. 
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Ylir THéORâMB. 

172.>-Si sur le grand axe d'ane ellipse od décrit une circonré- 
rence Gomme diamètre , qu'on mène deux diamètres perpendicu- 
laires entre eux , et que des points où ils coupent la circonférence 
on mène des ordonnées au grand axe , ces lignes coupent Tellipse 
en qaatre points qui. sont les extrémités de deux diamètres con- 
jugués. 

Soient RR^ TT' les axes de Tellipse et MM', NN', les diamètres Fig. 112. 

secoopant à angle droit dans la circonférence MRM'R', menons les 

quatre ordonnées MD, M'D', N£, H'E' au grand axe RR', elles 

coupent Tellipse en Q, Q', P, P' ; il faut prouver que ces points sont 

les extrémités de deux diamètres conjugués. En effet , joignons ces 

points au centre A , les lignes QAQ', PAF sont droites , car les 

points M, M', N et N' étant sur une circonférence dont A est le 

MD M'D' 
centre , AD = AD', AE = AE', en outre j^ = ^r^ , et comme 

MD = M'p', il s'ensuit que QD = Q'D\ Donc les triangles rec- y 
tangles Q^D, Q'pî)' sont égaux ; donc les angles QAD, QAV sont y^ 
^anx , donc la ligne QAQ' est droite ; on prouverait de même que 
PAF est droite. Il ne reste plus qu'à prouver que les deux diamè- 
tres QQ', PF sont conjugués. 

Pour cela prenons sur NN' un point I quelconque , et élevons 
«n ce point la perpendiculaire LL' à NN^ puis des points L, V où 
elle coupe la circonférence menons au diamètre RR' des ordonnées, 
ces lignes coupent l'ellipse en H et H',* joignons ces points, on va 
nK)ntrer que HH' passe au point , intersection de LL' avec le 
grand axe RR'. Car tirons les lignes OH, OH', on forme ainsi les 
triangles HOS» HOS' qui sont semblables , vu que 

HS _ LS _ OS 
H'S'""L'S'""OS'' 

<l'où il suit que les angles HOS, H'OS' sont égaux ; donc la ligne 
Hfl' est droite. 
Maintenant on va prouver que HH' est parallèle à QQ^ , en effet , 

on a: 

I^_MD LS _ HS 

HS'^QD' ^^^MD'^QD' 
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or les triangles MAD, LOS sont semblables comme ayant les cûi 

„,, ^ LS OS . ^ HS OS 

parallèles, donc ^rrr- = Tj^» ^l ^n conséquence on a ^ = - 

Donc les triangles QAD, LOS sont semblables; donc la corde Hl 
est parallèle au diamètre QQ'. 

Maintenant par le théorème précédent il a été démontré qi 
le point F, intersection de HH' avec PF, est le milieadeHB 
donc les deux diamètres QQ', PP sont conjugués. Donc si m 
grand axe d'une ellipse on décri.t une circonférence, et qa'oi» 
mène deux diamètres perpendiculaires entre eux , les ordoonéi 
de leurs extrémités sur la circonférence couperont rellipsci 
quatre points , qui sont les extrémités de deux diamètres codji 



Démontrons ce théorème par le calcul ; l'équation rapportée 
son centre et à ses axes est ay -j- b^x* = a^b*, celle de la circoi 
férence , dont 2a est le diamètre , est y -\-x*=za\ 

Les équations des deux diamètres perpendiculaires MM', N 

sont ^=ajc,^== X; cherchons les abscisses des poirt 

a 

li ^ M, M', N, N' ; ponr cela éliminons j^ successivement entre 

(1) ay^b'x*=a^b\ (2) y+x*=:a\ (3) /=«^, 

(4) jrz= X. 

a 

(2), (3), (4). La première élimination donne 

x* = -^'*-,=:AD =AF'i 
substituant dans l'équation (1) pour jc* sa valeur, il vient : 

on voit que les coordonnées des points Q, Q' sont égales et design^'^ 
contraires ; cela suffirait pour démontrer géométriquement qoel^ 
ligne QAQ' est droite j maintenant cherchons réquation de QQ - 
d'après la formule générale , on a : 
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— 2Aa 



ï+7-~ —2a \^-^-J/r:pj' 



KîT 



KH-«' 



simpliûaDt , il vient j^ = - ojt ; ce qui prouve que QQ' passe à Ter i- 

gine A , centre de Tellipse. 
De la deuxième élimination on tire : 



aa. 



Iraosporlant cette valeur dans l'équation (1), on a : 

b 

en conséquence Téquation de PP' est 



l/t+T- -. 



2a- 






V^t + a^ 



donc PF passe au centre de la courbe. On eût pu arriver à ce 
résultat plus pr(Hnptement en remplaçant a par , dans Féqua- 

tion7 = ~ û^, parce qu'on passe de Téquation (3) à l'équation (4) 
a 

<în y mettant pour «, . 

a 

Maintenant posons — = 3 , = P'» et multiplions membres 

a aoL 

« membres les équations résultantes , il vient pp' = ; , condition 
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qui est celle pour que les deux diamètres PP', QQ' soieat conju- 
gués. Ainsi le théorème est démontré. 

IX' Théorème. 

173. — On peut tracer une ellipse lorsqu'on connaît la grandeur 
de deux diamètres conjugués, et Tangle qu'ils font entre eax. 
Ftg- 4i3* En effet, soient BB', GC les deux diamètres conjugués faisant 
entre euxFangle connu COB. Pour décrire la courbe ramenons le 
diamètre GC' à être perpendiculaire sur BB' sans changer sa lon- 
gueur î soit AA.'==CC' et perpendiculaire sur Bff. Sur A A' et BB 
comme axes décrivons une ellipse , puis menons une série d*ordoQ 
nées QQ', Q,Q',, QSÏ^t et par leurs pieds, I, F, I", tirons des pa- 
rallèles à GG' ; rabattons A, A', Q, Q', Q,, Q', sur ces parallèles en 
faisant tourner les droites AA', QQ', Q,Q', , autour des points 0, 1, 
1' 1". On obtient ainsi une suite de points m, m', m^, m\ qui appar- 
tiennent à Tellipse demandée. Gar posons GG' = 2b , BB' = 2a', 
Téquation de la courbe rapportée aux axes GG', BB' est 

L'équation de rellipse rapportée aux axes rectangulaires est 

ay^b"a:'==a'^b"; 

donc puisque les points Q, Q', Q, , Q',, etc. , jouissent de la pro- 
priété a'y + b'^x' = a'h^ relativement aux axes AA', BB', les 
points correspondants m, m\ w, , m'», etc., jouiront de la même 
propriété relativement aux diamètres conjugués GG', BB', puisque 
IQ = Im, IQ, == I/w, , etc. , et que ces points ont mêmes abscisses. 
Donc les points m, m', m,, m\ appartiennent à Tellipse, dont 
a'Y + b'^x" = a%" est l'équation rapportée aux axes CG', BB . 
Ainsi l'ellipse Cmm^mJ^ est Tellipse demandée. 

Donc on peut décrire une ellipse lorsque deux diamètres conju- 
gués sont donnés de longueur et de position. 

174.— On va exposer une autre méthode pour construire une 
ellipse lorsqu'on donne deux diamètres conjugués en grandeur et 
en position. 

Désignons l'angle GOB par p , on a trouvé qu'entre les axes et 
deux diamètres conjugués il y a les relations suivantes : 
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(1) ab^sia'b'siù^, (2) a*+^' = a'*+6''- ^ 

Multiplions les deux membres de l'équation (1) par 2, et ajoatons 
TéqnatioD résultante et l'équation (2) membre à membre , il vient -. 

En retranchant de Téquation (2) la première mise sous L forme 
2û^=2a'ft'sinp,ona: 

(a — 6)'=a'"4.6"-2a'^'sinp. 
Par conséquent 



a+6 = \/«"+^''+2a'6'sinl3, ^-6= |/a''+6"-2a'6'sinp. 



Désignant pour abréger les radicaux par A, B, les valeurs des demi 
1 . . 1 « . 1 . 1 
2 



axes sont a = -A+x^î 6=-A — -B. Construisons mainte- 
2 2 2 ^ 



nanl les équations a = - (A+B), 6= - (A — B), commençons par 

AelB; au centre , élevons une perpendiculaire à BB'et prenons 
sar elle à partir du point O, OD=OB. Joignons D à G et à G', les 
lignes CD, CD sont A et B ; en effet, d'après la propriété du triahgle 

obliquangle , on a CD = ÔC + QD*— 20C X OD cos DOC nJCù = 

ÔD+ÔC*— 20C' X ODcosDOC. Or, 0C=6', OD=:a', DOC= ^ ^^ 
90— GOB= 90 — p, donc sin^ = cosDOC, ce qui transforme la pre- 
mière égalité en CD =û'"+ 6'"— 2a'y sin^ j dans la seconde 0C'= 
6',DOC=180-DOG; donc cosDOC'=- cosDOC=— sing, en con- 
séquence elle devient W! =a''-fy'-f2a'6'sinp. Donc A=DG', B= ^ 
DU. Si , à partir du point D , on prend de chaque côté sur DC, DE 
et DE' égaux à DG, on aura G'E= A +B, G'E'== A— B. Enfin dé- 
terminant les milieux I, V de CE, C'F, on a dans Cl, GT les 

lignesi (A+B), \ (A— B), c'est-à-dire que^ = G'I, b^GV, 

Il reste à f^xer la position des axes. Pour cela remarquons que 
les pieds c^es perpendiculaires abaissées des foyers sur les tangentes 
sont sur une circonférence , ayant pour centre celui de la courbe 
et pour diamètre le grand axe. En conséquence, si on mène aux 

15 
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points B, B' des parallèles à CC et aux points C, G' des parallèles 
à BB', ces lignes sont des tangentes à Fellipse ; alors si du poiotO 
comme centre on décrit une circonférence avec Gl=a pour rayon, 
elle coupe les tangentes en G^ C' aux points M, M', N, N', si en m 
points on leur élève des perpendiculaires, elles vont se couper deax 
à deux en F' et F, points qui déterminent les foyers ; cela étant 
fait, il n'y a plus qu'à joindre le centre à F et F, on a ainsi la di- 
rection du grand axe et par suite celle du petit -, les sommets A, Â', 
R, R' sont par là même fixés , puisque Ton connaît les longueurs 
des axes. Ainsi les éléments de l'ellipse sont connus , alors sa con- 
struction est ramenée à un cas déjà examiné. 

175.->Lorsque Fellipse est décrite , on peut facilement trouver 
les axes. 

Gar soit BB' un diamètre , décrivons sur cette ligne une circon- 
férence, elle coupe Fellipse en quatre points, dont deux sont Bel 
B', et les deux autres P et F. Joignant P à B et à B', Fangle BPB' 
est droit ; alors si par le centre O on mène des parallèles à PB et 
PB', les lignes AA', CC étant parallèles à deux cordes supplémen- 
taires sont deux diamètres conjugués ^ et comme ils sont rectan- 
gulaires, ce sont les deux axes de Fellipse proposée. Donc lorsqu'on 
donne une ellipse , on peut trouver ses axes facilement. La même 
construction qu'on vient d'employer pour Fellipse s'applique à Thy- 
pcrhole. On a vu aussi comment, étant donnée une parabole, on 
peut, sans autre donnée que la courbe, trouver son axe. 

Le pf9cédé exposé ci-dessus n'est qu'un cas particulier de celai 
qu'on emploie pour trouver dans Fellipse deux diamètres con- 
jugués faisant entre eux un angle donné. 

X* Théorème. 

176. — Une ellipse est déterminée et peut être construite quand 
on donne Fangle de deux diamètres conjugués, Fun d'eux et la po- 
sition d'un point relativement aux deux diamètres. 

Soient BB' un des diamètres conjugués, CG' la direction du second, 
et M un point de la courbe, ainsi MP, AP les coordonnées de ce 
point sont connues. Tonte la question consiste à déterminer la lon- 
gueur du second diamètre conjugué GG', car on pourra alors con- 
struire la courbe d'après la méthode indiquée précédemment. 

En vertu d'un théorème démontré, on a • 
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i^ ÂC* j, . .. .r ABXMP 

Désignons par Y la moyenne proportionnelle aux lignes PB, PB', 

ABxMP 
alors AC =5 — — , ce qui prouve que pour obtenir AC il faut 

chercher la quatrième proportionnelle aux lignes Y, AB , MP. 

AB X MP 
Construisons l'expression AC=—t=z=:. Pour cela sur BB' 

Ï/PB X PB' 
comme diamètre , décrivons une circonférence au point P, élevons 
une perpendiculaire sur BB ; soit PQ, on a PQ' = PB x PB'= Y% 
prenons P&= PM, pois AH == PB , et joignons Q à H' ; si mainte- 
nant du point K on tire KG parallèle à QH, la ligne PG=AC ; en 
effet , des triangles semblables PQH , PKG, on tire PQ : PK : : PH : 
PG, d'où 

PG=:?«^, OU PG ^^^^ 



PQ . ' ]/VB X PB' 

Portant sur CC à partir de A, AC = AC = PG, on a les extrémités pj ^^g 
du diamètre cherché. Si on veut résoudre la question par le calcul , 
il faut poser MP = p, AP = a , AC = b\ AB = a\ alors l'équation 
de la courbe rapportée aux axes CC, BB' donne a'^^p' + *'"«' =^ 

^" = -1^^, ou b' = ^ P 



expression qu'on peut mettre sous la forme 

ABxMP _ ABxMP _ ABxMP 

I/'aB— ÂP V/(AB+ AP)(AB - AP) ^^PB X PB ' 

Ainsi se trouve démontrée l'identité des résultats obtenus. 

XI* THÉORèME. 

»»* 

t 

177._Dans une ellipse un des demi- axes est moyen propor- 
tionnel entre les distances du point où une tangente le coupe au 



Digitized by LjOOQ IC 



228 TRAITÉ DES LIGNES 

centre , et le pied de l'ordonnée do point de contact au centre. 
Soient BGB' une ellipse, MT ane tangente en M , il faat proam 

que AB = AT X AP , et queÂC*= AT x ACj. 

Considérons d'abord le premier cas. Soient F, F' les deux foyers 
de Fellipse , joignons le point de contact M à F et à F', et des points 
A, F,F', T abaissons des perpendiculaires sur la tangente MT; 
ces lignes coupent HF' aux points H, L^ D, F'. Du point M comme 
centre avec MF pour rayon décrivons une circonférence, soient 
G, F, L les points où elle coupe les lignes BV et HF' ; joignons? 
à L, les angles TMF, TML étant égaux , FL est perpendiculaire sur 
MT en son milieu I ; de ce que AF=: AF il s'ensuit que D est le 
milieu de LF' = MF + MF' == BB'. Les triangles LMF, Fli'F étant 
semblables, on a: 

FM _ F'M _ F'U _ F'T _ F'H . , FM _ Ffl 

FM "" ML "^ fT- fTT-ïfl' amsiona ^-jj 

De cette dernière proportion on tire : 

FM-ML FH-^LH 
ML "~ LH ' 

mais FM — ML = 2MD, car on a FM -f ML = 2ML + 2MD, d'où 
FM— ML=2MD, ensuite F'H = FL+LH ou F'H — HL=FL= 
2AB ;' en conséquence la proportion précédente se change eft 

MD AB ., , ^. MD AB 

— d ou on tire 



ML""LH' -""-"*"- J^+JVJL "~ AB+LH* 

1 
mais ML+MD= - LF'=AB et HL-f AB=HL -f LD=HD; lolh 

stituant à la place de ces binômes leur valeor, on a : 

MD AB > 

AB'^HD* <>'®*»«"»fin AB==MDxeD. 

A cause de la circonférence LFGE , on a FL x F'E = FF X FG, 

F'L F'G 
alors pj5 = pîg. «Mis FL=2AB, F'E = 2MJ), FF'=2AF, pu» 

PG=2AP» car F'G = AF-fAG, et AP=AG+iFG, d'où 
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2AP=AG+AG + FGî or AG+ FG = AF = AF'; donc2AP=: 
AG+AP = PG. D'après cela la proportion <'^^*^'^^ Tp = md' 
mais du parallélisme des lignes AD , FL, Tfl , on déduit : 

DH_pL_AB DH_ AP 

AT "" AF "" AF ^^ AT "" MD ' 

donc AP X AT = MD X DH ; or on a trouvé plus haut AB = 
fSDx DH. Donc AB = AP X AT : c'est ce qu'il fallait prouver. 
De régaHté AB* = AP x AT, on tire : 

AP _ AB AP 1 

AB ~^ AT . ABV AT* » 



MaltipUant les deux membres par AP, on a -. 

AP* AP^MQ* 
Xb' AT ÂB* ' 

or, d'après un théorème connu, 

AB' AC' AT AC 

__. . 

mais le produit QCxQG'=(AC+AO)(AC-AQ)=AC -AQ . donc 

ap__ âc-âq' 

AT ÂC* 

Les lignes MQ, AT étant parallèles , on a : 



AP MQ QT 
AT ~ AT — AT" 



de sorte qu'il vient 



OT' AC-ÂÔ" . AT'—Qr AQ' 

-i— = r-i-, et par conséquent = r=i> 

AT ÂC AT' AC 
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mais AT — QT' = AQ', donc 

^ = ^, d'où AC=AQXAT; 
AT' AC 

c*est ce qu'il fallait troayer. 

Donc dans l'ellipse un des axes est moyen proportionnel entre 
les distances des points où la tangente le coape au centre et le pied 
de l'ordonnée du point de contact au centre. 

Ce théorème se déduit facilement de l'équation de la tangente en 
un point de l'ellipse, car on a ^^"^y + 6"xjf'= a V, faisons/, 
^=0, on a: 

x=AT=:~=4^, donc AB"=:APxAT; 



• 



maintenant faisons x = dans l'équation de la tangente, il Tient ; 
^ = ^=AT', d'où 6»=ÂcWxAT' = AQxAr. 

Résultats qui démontrent le théorème. 

178.— Maintenant étant donné un point sur l'ellipse, on peut faci- 
lement lui mener une tangente , car soit M le point donné , la tan- 
gente est fixée lorsqu'on aura le point T ; or, d'après l'égalité 

AB'= AP X AT, on voit que AT est une quatrième proportionnelle 
aux lignes AP, AB, AB; alors pour construire cette ligne, décri- 
vons une circonférence tangente en B à BB' ayant un rayon plus 
grand que BP, si du point A comme centre on décrit un arc de 
^cercle , avec AP pour rayon , cette coAbe va couper la circonfé- 
r rence tangente en B à BB' en deux points , soit K l'un d'eux, par 
A et K faisons passer une droite et prolongeons-la jusqu'à ce qu'elle 
coupe la courbe une seconde fois en K', puis au moyen d'un arc de 
cercle décrit de A comme centre avec AK' pour rayon , rabattons 

K' en T sur BB', le point T est le point cherché , car on a AB = 
AKxAK' = APX AT. 

Le point T' pouvant servir de= vérification se détermine d'une 
manière analogue, en menant une circonférence tangente en GC en 
G ayant un rayon plus grand que CQ, puis décrivant du point 
A comme centre , avec AQ pour rayon , un arc de cercle qui coupe 
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la circonférence qu'on vient de décrire en deux points , ioit R Tun 
d'eux; tirant AR et prolongeant cette ligne jusqu'en R', on a , en 
rabattant par un arc de cercle R' sur C en T, le point cherché , 

car ÂC'= AR X AR' = AQ X AT'. 

Le théorème qu'on vient de démontrer permet de trouver le 
point de contact d'une tangente , car on a : 

Âb"=ATxAP, d'où AP=^: 

Al 

Pour construire cette expression au point B, menons une circon- 
férence tangente à BB' dont le rayon soit plus grand que BT; du 
point A avec AT pour rayon , décrivons un arc de cercle qui coupe 
la circonférence qu'on vient de décrire en deux points. Soit S' l'un 
d'eux , joignons A à S', la ligne AS' coupe en S la circonférence 
S'B, si on rabat le point S en P sur BB', le point P sera le pied de 
l'ordonnée du point de contact , car on a : 

ÂB=AS'XAS=:ATxAP, d'où ^^=^=^5 ^ 

en sorte que si au point P on élève une perpendiculaire à BB', le 
point M où elle coupe la tangente donnée est le point de contact 
cherché. 

L'égalité AT = — :^ montre que AT est constant , tant que AB , 
AP 

AP le sont. Donc toutes les tangentes aux ellipses ayant AB pour 
jtgrand axe et dont l'abscisse du point est AP, coupent l'axe BB' au 
' même point T. De cette remarque on a déduit une méthode pour 

mener une tangente à l'ellipse en un point donné sur la courbe. 

XIP Théorème. 

179.— Si d'un point quelconque on mène à l'ellipse deux se- ^^^ 
CMrtes parallèles à deux diamètres conjugués BB', CC, et que par 
le point G où l'une d'elles, OG', coupe la courbe, on mène une 
parallèle à l'autre ; celte ligne , en coupant le diamètre BB', donne 
toujours l'égalité FB x FB' — DB X DB' = DF X DF'. 

En effet, posons BB'=:2^', CC'=2a', l'équation de l'ellipse rap- 
portée aux axes BB', CC est û'y + 6'*x» =^'*6", si on désigne 
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OD par a et AD par p, alors AF= AF' = -, [/a"-u', etFB= 

AB - AF=6'- £ l/S'v^?. FB'= 6' + ^ V^^^^', en ontre 
a' a 

DB = 6'-p, DB'=*'-|-p, FD = p- Çk'S^^II?, FD'=p+ 
^ Va"— a*. D'après les égalités précédentes , il vient : 

FBXFB'-DBXDB'= fb'-\- ^ (/2^:I^■^ (&'-. i| V^Jw] - 
^ _.(6'^.p)(y_P); 

» 

effectuantes calculs indiqués, on a p*— — (û"— a") j d'an antre côlé 

^ DoncFBxPB'~DBxDB'=DPxDP. 

Maintenant on va démontrer ce même théorème par des considé- 
rations géométriques. 

A l'inspection de la figure, on voit qu'on a FB=PD+DB, FB= 
DB' — FD, en conséquence FB x FB' = (FD + DB) (DB'~FD)= 
FD X DB'+DB X DB'- FD — DB x FD. d'où on tire FBxFB- 
DB X DB'=DB' xFD— FD'— DBxFD=FD(DB'— FD-DB); 
mais FD + DB = FB, alors l'égalité devient FBx FB'— DBx 
DB' = FD (DB' — FB) ; remarquons que AF = AF' et qu'alors FB=: 
F'B', ce qui donne DB'~ FB = DB' - F'F= DF. Substituant à la 
place de DB'—FB sa valeur, on a FB X FB'— DB x DB'=DFX 
DF' ; c'est ce qu'il fallait prouver. 

Le théorème serait vrai si le point de concours des sécantes était 
à l'intérieur de la courbe ; du reste la démonstration , dans ce cas, 
serait la môme que celle du premier, car on n'a point spécifié que 
le point de concours eût une position particulière relativement à la 
courbe. 

Xlir Théorèmb. 

180. — Dans une ellipse, si d'un point quelconque ou mènedeux 
sécantes parallèles à deux diamètres conjugués , le produit des 
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distances da point de concours aux points d'Intersection avec la 
courbe situés sur l'une est au produit des distances du point de 
concours aux points d'intersection avec la courbe situés sur l'autre 
compie le carré du diamètre conjugué parallèle à la première 
corde est au carré du diamètre conjugué parallèle à la seconde. 

Eo effet, soient 0£', OD' les deux sécantes parallèles aux deux Flg.|^7. 
diamètres conjugués BB' GG', il faut prouver que 

OD X OD^ _ ^ 
OE X OE' "" ]^ 

Pour cela, menons r<vdonnée ER à AB, en vertu d'un tbéwème 
démontré, on a : 

JRE* _ RB x|RB^ 
Df. ^ KB X KB" 
d'où on tire : 

RE -DK _ RBxRB -KBxKB ^ 
DK* ^ KBxKB' ' 

mais RE=OK, OD=OK— DK, OD'=OK-f DK, donc ODxOD'= 

(ER -f DK ) (ER — DK) = ER' — DK\ Substituant à RF — DK' 
sa valeur, il vient: 

OD X OD^ _ RBxRB^ — KBxKB^ 
DK* "" KBxKB' ' 

remarquons qu'en vertu du théorème précédent RB x RB' -^ 
KB X KB== KR X KR', alors l'égalité devient : 

OD X OD' _ KRxKR' 
dk" KBxKB' 

enOn mettant pour KR, KR' leurs valeurs OE, OE' on a : 

OD X OD^ _ OE X OE' 

5k^ -KBXKB'^ , " . 
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on lak que 

DK AC* 



KB X KB' Xb ' 

alors substituant à DK' sa valeur dans Tégalité 

OD X OD' OE X OE' OD X OD' _ AË* _ CC* 

5k ~ KBxKB' ^" * OE X EE' ~ aB' ^ Bf 

C'est ce qu'il fallait prouv^. 

Si le point de concours des sécantes était dans rintérieur de 
l'ellipse en I , on prouverait qu'on a encore : 

IG X IG^ Çg 
lE X IF "^ ggi»' 

Supposons que l'une des sécantes GD se meuve parallèlement à 
s elle-même jusqu'à devenir tangente à la courbe en B, Tes deni 
parties de la sécante étant égales , on a : 

tb' ce* 



TE X TE' W 

"l^renons le cas où les deux diamètres conjugués sont égaux, alors 

CÇ'* = BB'\ donc TB = TE X TE\ Ainsi la tangente est moyenne 
proportionnelle entre la sécante entière et la partie extérieure, 
lorsque la tangente et la sécante sont parallèles à deux diamètres 
. conjugués égaux. On sait que ce théorème, qui n'est vrai qoepour 
une position particulière dans l'ellipse, existe toujours dans la cir- 
conférence, cela tient à ce que, dans cette dernière courbe, tous les 
diamètres conjugués sont égaux. 

, Passons à la démonstration du théorème énoncé , par le calcul- 
Pour cela désignons par a', b' les demi-diamètres conjugués BB', 
jCC', l'équation de la courbe rapportée à ces axes est û'*y*+ ^'^^'^ 
a'* b'\ désignons OK par a et AK par p, le point E étant sur 
rellit)se, on a : 

» 0K = ER,= ^i|/6"-?', AR = EK'=-,V/S'^^^, 

u * a 
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dors 0D'=« + ^, \/F:=^', 0D=a-2.k'ï^^*,' 



donc OD X 0D'= «•- -psib" - ?) , 

deméme OE = p— -^ V/a"— «*, OE'=p + -V'ï''— «*. 

parcofiséquent OExOE'=p* s(«" --«•). 

Des deux égalités qa'on vient d'obtenir en dernier lieu on tire : 

OP X OB' _ yy* — tf" (y^p') a!^ 
OE X OE' "^ a'*P" -« 6'* (a'* _ a*) ^ fe'*' 

remarquant que les deui termes de la fraction du second membre ., 
sont égaux , il s'en suit qu'on a : 

OD X OD^ __ a'* _ Çg 
OE X OE' ~ è'' ~" ^' 

Les deox démonstrations qu'on vient d'employer s'appliqueraient 
si le point de concours des deux sécantes était à l'intérieur de 

l'ellipse. 

XIV Théorème. 

181. — Si par un point hors d'une ellipse on mène une tan- "^ 
gente et une diamètre, le carré de la tangente terminée à son point 
de contact est au produit des distances du point de concours aux 
]K)iDts d'intersection de la sécante avec la courbe, comme le carré 
du diamètre conjugué de celui allant au point de contact est an . 
carré du diamètre situé sur la sécante. 

Soient AC la tangente et AB' la sécante par le centre de Tel- pig. ^^^ 
lipse, il faut prouver que , 

AC' CC^ 



AB X AB' ggî^ 

En effet , tirons BM parallèle à AC , cette corde sera parallèle au 



. ' 4 



! 
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diamètre conjugué de CC Des triangles semblables AOC, BOM 
on tire : • • 

. — .OÂ* 

AC : BM :: AO : OB, d'où AC =BM =r;. 

OB 

On a aussi, d'après un théorème démontré, 

^' ON* ^, , tEîh- ÔN ^ „p ^ ^^ 

y = -izz;, dou MB = -r^z; X MC X MC; 



MCXMC ôc" ^ _ _. 

mais MC X MC = (OC + OM) (OC — OM) = OC* — Ôm\ 

donc BSr = ^,(Ôc' — OM"), 

OC 

substituant à BM sa valeur dans celle de AC, il vient : 

AC = ^ X (OC -OM) X ==;; 
OC OB 

mais OA : OB :: OC : OM . donc 

ÔÂ'— ôb' ÔC* — ÔM* 



OA OC 

de sorte qn'oD a 

Âr=E;x%^xÔA=S(ôÂ-ÔB") = 
OB 5Â OB 

on' c^' 

=^. (OA + OB) (OA - OB) = iiil- X AB X AB'. 
OB OB 

De la dernière; ^alité on tire : 

' Âc' _i^' nn' 

ABXAB'-ÔB*~BB'"' 
c'est ce qu'il fallait proaver. 
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Sapposoùs qae les deux diamètres Bfi', GC soient égaux , ^lors 
AC' = AB X AB'. Dans cette hypothèse, la tangente est moyenne 
proportionnelle entre la sécante entière et la partie extérieure, la^ 
sécante passant par le centre de l'ellipse. 

Donc s|i d'un point hors d'une ellipse où on mène une tangente à la 
courbe et un diamètre, le carré de la tangente terminée à son point 
de contact est au produit des distances du point donné aux points * 
d'intersection de la sécante avec la coarbe, comme t^ carré du ", , 

diamètre conjugué de celui allant au point de contact do la tan- ' , 

gente est au carré du diamètre coïncidant avec la sécante. 

f . 

XV Théorème. * 2 

182. — Si d'un point quelconque on mène deux sécantes à Tel- ** « 
lipse, le produit des distances du point de concours aux points, 
d'intersection de la première sécante avec la courbe, est au produit .^^ * 
des distances du point de concours aux points d'intersection de la \ ' 
deuxième sécante avec l'ellipse , comme le carré du diamètre 
parallèle à la première est au carré du diamètre parallèle à la 
seconde. 

Soient OÙ', OE' les deux sécantes, auxquelles sont parallèles lés . 
deux diamètres BB', CC, il faut prouver que 

* 
ODxOD' ce* * , ^ 



OE X OE' gg>* 



En effet, par les points K, K', milieux des cordes DD', E'E, me- j.|„ ^^g 
oons les diamètres AK, AK' et à leur extrémité M et M', traçons 
les langentes MT, M'T à l'ellipse, d'après un théorème connu, ces 
lignes seront parallèles aux sécantes OD', OE', soient H, H' les ^ 

points où le diamètre OA coupe les tangentes MT, M'T. L'inspec- 
tion delà ûgure donne : * • 

CD X OD' = (OK — DK) (OD -f DK) = OK* — Dk". 

Bes triangles semblables OKA,HMA on tire: * 

* * * 

OK : HM :: OA : 4H , d'où ÔK* = 5*L^®^ ; 

AH 



i 
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mais , en vdriu da théorème précédent , 

HM' HM HM' _ ÂC 

H/wXHm "~{AH+Aw)(A.H— Am)"~^_XOT Tm 

^ rg ^^_^ , 

alors HM =-=î(AN — Am); 

A/w 

spbstitaant à HM' sa valeur dans celle de OK , il vient 

— ^ OA AG f-TTi* 7— '\ 
AH A m 

Considérons le point K , de ce point partent deux sécantes DK,KA 
dont Tune passe par le centré , alors on a 

DK X D'K Dk' ^ DK'_ _ ^ 

Kiyi X KN^lAM - AK)(AM+AK) ÏM _ÂK* AM ' 

d'où 5k=^(IM->ÂK); 

AM 

■'substituant dans le produit OD x OD' à KÔ" , BS", leurs valeurs, 
il vient : 

ODX OD' = ÔÊ'- m =Sàr,X ^AlM -Â^')- 

AH At» 

AM 
Le second membre de cette égalité peut se mettre sous la forme 

\Am AH/ AM 
Am X AH \ AH 



! 
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car des triangle» semblables HAM , OAK , on tire : 

OA_AK , ÂH >-0l' _ AM* — AK* 

AH-AM' ^^^ Âii' "" AM- 

D'après la transformation qu'on Tient de faire subir au second 
membre , l'égalité devient : 

OD X 0D'= ^'ilp' -ÔÂ' X Â€' _^.^ÔÂ- XÂC- ^ 

A/w AH AH ■ 

= ^(ÔA-Â^*); 
Am 

■A 

en agissant pour la sécante OE' comme on vient de le faire pour 
OD', on trouverait : ^ 

OE X OE' = OK' — ÊK* = :â^ (ÔÂ' -- Wj. 

A/71 , - -. ' 

Divisons maintenant les égalités auxquelles on vient de parvenir 
membres à membres, il vient : 

OD X OD^ ^^ ^^i 
OE' X OE ^ XB ~ BgT" 

égaillé qui démontre le théorème énoncé. On démontrerait de la * • 
même manière le théorème dans le cas où le point de concours des 
sécantes serait à Tinlérieur de Fellipse, ainsi pour les sécantes QV', 
QE', on a : 

QYX QT ^ ÇC;^ 
QE'xQE "^ bF' 

Donc, dans une ellipse, sLpn tire deux sécantes terminées à leur *^ * 
second point d'intersection avec la courbe, le produit des deux par- ^ 

ties de la première est au produit des deux parties de la seconde ^ 
comme le carré du diamètre parallèle à la première est spoi carré . . c 
dudianfêtre parallèle à lardeuxième. 
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Supposonsqae les deax sécantes soient parallèlesà deux diamètres 
conjagués égaux, alors OD xOD'=OE x OE', ainri le rectangk 
" compris soas les deux parties de la première décante est équivalent 
, • à celui compris sous les deux parties de la deuxième ; ce théorème 
; qu'on voit n'exister que dans une position particulière pourreUipse 
existe toujours comme on Ta démontré dans la circonférence. 
Supposons que les deux sécantes soient Tune un diamètre et 
Vautre une des cordes que ce diamètre divise en deui parties 
égales, désignons par DD', et MN les deux sécantes, on aura, par le 
:. théorème précédent, ^ ___^ 

^ . DK ^ CC^' 

KMXKN MN*' 

. ^ donc le carré de l'ordonnée à un diamètre quelconque est aa pro- 
' '^ doit des deux segments correspondants comme le carré du diamètre 

' parallèle à Tordontiéc est au carré de celui dont il s'agit. 
^ Si les deux sécantes se meuvent parallèlement à elle même 
^ jusqu'à devenir les tangentes TM, TSl', le théorème existant toa- 
. « jours, on aura : 

' , • TM[ _ ^ _ QDxOD\ 

^ I f^ ^ ggr "■ OE X OE' ' 

• , donc les rectangles compris sous deux sécantes dans l'ellipse sont 
; ' centre eux comme les carrés des tangentes parallè^s ou comme ceux 

des diamètres parallèles. 
Fig. 183. 183. — De ce théorème il résulte que si deux sécantep OB, OA 
sont parallèles à deux tangentes TM, TM', puis ensuite^^que deax 
* ** autres sécantes DE', DF' soient parallèles aux deux premières, 
on aura : 

a ™ DE X DE' , tC OA X OA' 

et 



donc 



fijf;' DF X DF' ' f^i" OB X m' 

DEXDE' _ OA X OA' 
DFXDF' ~-OB XOB'* 



• * 



Donc les rectangles compris sous les parties de deux sécantes à 
l'ellipse qui se rencontrent sont dans le même rapport que les rec- 
( ' « tangles compris sous les parties de deux autres sécantes parallèles 
aux premières. 
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184. — De cetle dernière propriété de l'ellipse on va déduire un 
procédé pour construire une ellipse quand on en connaît cinq 
points. 

En effet soient A, B, C, D, £ les cinq points donnés. Tirons les 
deux sécantes AB, DC, elles se coupent en I -, par le cinquième point 
E menons des parallèles à AI , DI, elles vont couper DI , AI en O 
et O'j et la courbe en G et K qu'il s'agit de déterminer. 

Par le théorème précédent , on a : 

OKxOE _ AIxiTB , ^ AIxIBxODxOC 

ODXOC~ICXIÛ' ^^^ ICXIDXOE ' 

on a , en outre , 

OGxOE _ ICXID ., , ^,p _ ICXIDXOAXOB 
O'AxCyB^IBxIA' ^^ iBxIAxO'GxO'E' 

ainsi les points K^ G sont déterminés ;^ en agissant de la même ma- 
nière, on trouverait, en se servant des points K, G, d'autres 
points, de sorte qu'on peut construire la courbe par points. 

Pour obtenir le centre de l'ellipse^ joignons les milieux H, U' 
des cordes parallèles AB etEK et ceuxL, L' des Icordes parallèles 
DC, EG ; les lignes HH', LL' en se coupant au point P, donnent le 
centre de l'ellipse. 

Cherchons maintenant la longueur du diamètre MM'. Pour cela, 
désignons par 2X la longueur du conjugué de MM', on a : 

m X Wk X 



Donc 



HMXHM' PM"' H'MxH'M' PM' 



BH HMxHM' PM-HP 



H'K H'MxHW PM— HP 
Résolvons cette dernière équation par rapport à PM , il vient 

— . ^ Pi' X mï ~ ra x tfK' 



BH — H'K 

POsoosV'=FH\bH, Xj'=PHx H'K, Z=Bh'~-H^, il vient: 

16 
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remplaçant V +U par V et T —U par U\ od a : 

PM =1-4^, d'où PM=lii^. 
Z' Z' 

Ainsi PM est une quatrième proportionnelle aux lignes Z, V, U'. 
Ayant PM on peut facilement obtenir son conjugué, car on a ■ 



Fig. 122. 



HMxHM' PM V/HMxHM' 

Maintenant qu'on connaît deux diamètres conjugués de grandeur 
et de position on peut, par une méthode déjà exposée , construire 
la courbe par points. 

XVr Théorème. 

185. — Si en un point pris sur une ellipse on mène une tangente 
et rordonnée du point de contact à un diamètre quelconque, le 
carré de ce demi-diamètre est moyen proportionnel entre les dis- 
tances du centre au pied de Tordonnée et à la tangente , ces distances 
comptées sur le diamètre en question. Soient M le point donné, Bff 

le diamètre et MT la tangente, il faut prouver que AB = AT X AP. 
En effet, prolongeons MP jusqu'en Q, et tirons BH parallèle à la 
tangente MT, cette ligne sera alors parallèle au conjugué de MM'; 
maintenant au point B traçons la tangente à Fellipse, soit BKS. 
Les lignes MQ, BH étant parallèles à deux tangentes MK, MT, 
on a : 

QHxOB MK 

OMxOQ"^ g^' 

mais les lignes BK, MQ étant parallèles, ainsi que MKetBH, 
MK = OB , BK = OM ; en conséquence , il vient : 

OHXOB Ôb' 0H_0B 

0MX0Q~ÔM-' ^^^ ÔQ-ÔM 
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De cette 


proportion on tire : 






OH 
OB" 


OQ OH — 
"OM' OB 


OB OQ-OM 
OM 


alors on a ; 




OH-OB 


OB 


00- OM 


"~0M 



2i^3 



Maintenant remarquons que OH— OB =210 , car OH r= lO+IH , 
OB = m — 10, de sorte que OH — OB = 210; de même 

OQ — OM = 20P i ainsi la dernière proportion devient -^ = — , 

ce qui prouve que les deux triangles lOP, MOB sont semblables 
comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels. 
Donc les lignes MB, IP sont parallèles. De là on déduit , ainsi que 

AP AI AB 

du parallélisme des lignes BH et MT , — - = -^ — — , ce qui 

donne AB^ = AP x AT^ ce quMl fallait prouver. 

Ce théorème se démontre facilement par le calcul, car désignons 
AP, PM par cd^ y' \ l'équation de la tangente, en prenant pour 
axes de coordonnées CC, BB', est aiyy ■\-U'' xx' z=ia^''V'' . Faisons 
r=0, il vient a'*=rxj:', or 2a' = AB, x=AT, jr' = AP, donc 

ÀB'=APXAB. 

Donc, si on a deux diamètres conjugués quelconques, qu'on 
mène une tangente à la courbe jusqu'à la rencontre d'un des dia- 
mètres, puis ensuite qu'on tire l'ordonnée du point de contact , le 
demi-diamètre auquel est relative l'ordonnée est moyen proportion- 
nel entre les distances du centre à la tangente et au pied de l'ordon- 
née, ces distances étant comptées sur le diamètre en question. 

XYIl« Théorème. 

186. — Les parallélogrammes circonscrits à une même ellipse 
sont équivalents. 

Ce théorème a été démontré par le calcul : on va maintenant le 
démontrer par la géométrie. 

Soient ABCD, abcd deux parallélogrammes circonscrits à Tel- Fig. m, 
lipse, il faut prouver que ces deux quadrilatères sont équivalents. 
Pour cela, menons TS, TS' parallèles aux diamètres OP, OQ, 

16* 
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puis joignons TàT' on a démontré précédemment que P'Q' était 
parallèle à TT', alors on a Q T : T'F : : Q'I : PI , d'où 

5!Î--!^--25! d Q'T __ ON _ Q^B 
TT'""pÎ" ~ Ôm' ' ^^^ ^'^' "^ OM "" P^' 

Les parallélogrammes OQ'BN', OQ'T'S' sont proportionnels aux 
lignes Q'B, Q'T', de même OFôM'. OP'TS sont proportionnels à 
P'6, P'T, alors on a : 

OQBN' _ ON ' OFZ^M^ _ OM 
OQTS'"~Q'T" OFTS "" FT' 

ON' OM' ^ 
or on a démontre que ~j=^, = ^^^ j donc on a : 

OQ'BN' _ OF&M' 
OQ'T'S'~ OFTS* 

Les parallélogrammes OQ'TS', OP'TS sont équivalents , puisqu'ils 
sont le double des triangles OP'T, OQT' qui sont équivalents. 

Donc les parallélogrammes ABCD, abcd^ qui sont quatre fois 
les précédents , sont équivalents. 

Donc tous les parallélogrammes circonscrits à une ellipse sont 
équivalents. 

XVIII« Théorème. 

187. — Si de deux points pris aux extrémités de deux diamètres 
conjugués on mène des ordonnées à un diamètre quelconque, le 
carré de la moitié de ce diamètre est la somme des carrés des dis- 

^ tances du centre aux pieds des ordonnées, ces distances étant 

comptées sur le diamètre auquel les ordonnées sont relatives. 

Fig. 12Û. Soient BB', CC deux diamètres conjugués, puis MM' un dia- 
mètre quelconque , des extrémités A', B' menons les ordonnées 

AT, B'P'. Il faut prouver que Om'= Ôp' +ÔP''. La ligne AT 
étant tangente à la courbe, les trianglss TA'P, OP'B' sont sem- 
blables , car A'P, B'F sont parallèles ainsi que OB'^ et AT, par 
conséquent on a : 
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TPV ÂP* ÔM'-ÔP' 



S > 



OF BT' OM-OP 
mais en vertu d'un théorème précédent il vient: 

OM=OPxOT, d'où QT=— , 

OP 

par suite OT-OP=^-^ 



ce qui donne TP= 



OP 
ÔM'-OP 



:a y 



OP 

subsUtnaut cette valeur de TP dans Végallté à laquelle on est par- 
vcna , elle devient : 

(ôm'— ôpT _ om'—op* 
ôFxôF* ""om'-ôp 

d'où 

(om*-ôpT (om'— oF') = (om'-op*) X op' X of'î 

siâipliGant et effectuant les calcul^ indiqués , on a : 

OM*+OP'x OT' — OM (ÔP +OPO =Ôp'xOF"; 

réduisant encore, Tégalité se transforme en OM =OP + ^P'' 
égalité qui démontre le théorème énoncé. 

XIX« Théorémb. 

188.— Dans une ellipse, la somme des carrés de deux diamètres 
conjugués est égale à celle des carrés des axes. 

Ce théorème a été démontré par le calcul • on va maintenant en 
donner une (démonstration géométrique. 

St>ieQt AA', BB' les deux axes, et MM', NN' deux diamètres rig. la^. 
conjugués quelconques. Il s'agit de prouver que 
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AÏ'*+ BT' = MM'' + M'\ 

Pour cela menons les ordonnées MK, M'K', N'P', NT, on a 
OK' = KM , OP' :=: NP, en vertn du théoréop^ préoédeal, il Tient : 

d'où on tire : 

mais 5p'+0F=0N'\ et OK' + Ôff =Ôm\ 
donc OlC + ÔB =ÔM +Ôn\ 

ou 40a" -f 40B' = 4Ôm' + 40N*, 

ce qui revient à ÂA*' + SEP' = MM'' + NN''. 

Donc la somme des carrés des axes dans l'ellipse est égale à la 
somme des carrés de deux diamètres conjugués. 

XX» Théorème. 

• 

189. — Lorsque deux ellipses ont leur axes proportionnels, toutts 

les droites situées dans l'une d'elles sont proporticmnelles aoi 

droites homologues dans Vautre, et les ellipses sont semblables. 

Soient les ellipses BDB'D^ ACA'C, dont les axes BB', DD' de la 

première sont proportionnels aux axes AA', CC de la seconde. Pla- 

^* * çons ces deux courbes de manière que leurs centres coïncident el 

que leurs axes soient dirigés suivant les mêmes lignes ^ alors tiroiu 

le diamètre MM', les droites MM', NN' sont homologues, il faut 

MM' BB' ^ ^^, .. .. AA 

prouver que ^j^^^ = jp. En effet , sur A A' comme diamètre dé 

cri vous une circonférence, ainsi que sur BB', puis ensuite menons 
lesordonuées MP, NQ, qui coupent les circonférences en m et n. 
on a alors : 

^_0B NQ _ OC 
MP"~OD" «Q ~" OA^ 
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. BO OA . ^.^ , 

™*'* OD' "^ OC^ ^^^ hypothèse , donc 

/wP »Q j, . .. MP wP 
viTri == ;:t^ > <1 ou on tire Tr=^ = — — ■ -, 
MP JNQ NQ nQ 

ce qui prouve que les triangles mOP, nQO sont semblables , d'où 
il suit que les angles /»0P^ nOQ sont égaux , et que par saite les 
pointsO, 71, m, sonten ligne droite. Des triangles semblables /nOM, 
«ON, on tire OM : ON :: O/n : On, ou MM' : NN' :: BB' : A A'. 
Donc les lignes MM', NN' sont dans le rapport des axes. Des trian- 
gles semblables MOP, NOQ , on tire : 

mp_op_mm; 

NQ"^OQ""NN'* 

Donc les ordonnées homologues sont proportionnelles , ainsi que 
les abscisses homologues. 

190.— On va démontrer que deux sécantes homologues quel- Fig. 127. 
conques sont proportionnelles aux axes. Soient 1V»M', NN' deux 
sécantes qui sont homologues , parce qu'elles aboutissent à des 
points homologues situés sur les deux ellipses. Il faut prouver que 
MM' Ï\TV 

~ = ^,. En effet , les deux triangles MOM', NON' sont sem- 

il il xxix 

blables , car on a prouvé que -^ = '^,. Donc MM', NN' sont 

parallèles , et les deux triangles MOM', NON' sont semblables ; d'a- 
près cela , on a : 

MM' CM _ AA^ 

NN' '~"0N~ BB'' 

Donc, dans deux ellipses où les axes sont proportionnels, les sé- 
cantes homologues sont proportionnelles et sont entre elles comme 
les axes. De telles ellipses sont dites semblables. 

XXr iHÉORéMB. 

191.^Dans deux ellipses semblables les tangentes homologues Fig. la?^ 
sont parallèles. 
Soient BB', DD' les axes de la première^lipse , e.t A A', CC' ceox 
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QH _ ON;^ N^H _ QQ 
PH' "^ OM" M'H "~ OP' 



ON' 00 . .QH m 

mais on a prouvé ^«e — = g^ , par conséquent ggr = jfjig 

Donc les côtés homologues sont proportionnels; ain^i les parallélo- 
grammes constmits sur des diamètres homologues sdbt semblables. 

Maintenant on va montrer que les diagoof les de deux parallé- 
logrammes se confondent. 

Pour cela il suffit de remarquer qu'on a eu précédemment 
N'H ON' 
MW ~ cm ' ^® ^' prouve que les triangles N'OH, M'OH'sont 

semblables , alors les aogles M'OH', N'OH sont égaux ; donc les 
lignes OH, OH' se confondent , et comme elles font partie des dia 
gonales des parallélogrammes construits sur les diamètres conjo- 
gués homologues, il est donc démoi^ré que dans les parallélo- 
grammes construits sur les diamètres homologues les diagonales 
coïncident. 

XXÏV* Théorème. 

Fg. 130. 1 94.— Les aires de deux ellipses semblables sont comme les rec- 
tangles construits sur les axes. 

En effet, désignons par a, 6, et a\ b' les demi-axes des ellipses, 
et par S, S' leur surface. On démontrera plus tard que S = ffâ/', 

S' = wa'^ ; donc ^ = -777 , ce qui démontre le théorème énoncé 
o a o 

b b' b , y 

Les ellipses étant semblables , on a — = — ,, posons - = K=-;; 

^ a a a a 

on tire de celte égalité 6 = ^K, 6' = a'K \ substituant dans ah^ cl 
dU pour b et U leurs valeurs , on a 



ab = a'K, a'6' =r .z'^K, donc^, = ^ =^ ^ == 



S K^ _ fl ^* 



Donc les aires de deux ellipses semblables sont entre elles comme 
les carrés des axes homologues, ou plus généralem^it comme les 
carrés de deux diamètres conjugués homologues. 

De la proportion ^ = ~, on déduit que si sur les trois côlés 

d'un triangle rectangle on construit trois ellipses semblables ayant 
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ces côtés pour grand axe ou pour petit axe , Vaire de l'ellipse con- 
struite sur l'hypoténuse sera la somme des aires des ellipses con- 
struites sur les autres côtés. En effet, soit* ABC un triangle rec- 
tangle, désignons par a, a\ a" les côtés AG, GB» BA, puis désignons 
par S, S', S'' les surfaces des ellipses semblables construites sur 
«, a', a" comme grand axe. D'après le théorème précédent on a ; 

s a a 

h h' A" 

les ellipses étant semblables , K = - = — = -77 , alors substituant 

a a a 

à a^ a\ a" leurs valeurs en fonction de b, b\ 6" et K, il vient : 

S _abK _ Kjalb' + a"b'') __ a'b' + a%" 
S'^a'b'K'^ a'b'K "" a'b' ' 

multipliant les^eux termes de la fracti^i -777 — par tt, la der- 
nière égalité donne 

S na'b' -f- if£i"b" 

Or S' = n'a'b', donc S :^ rca'b' + 7:a"b" == S' + S". Donc Tçllipse 
construite sur l'hypoténuse a une surface qui est la somme de 
celles construites sur les deux autres côtés. 

On voit comment étant données deux ellipses semblables, on 
peut en trouver une troisième semblable aux deux premières , qui 
soit la somme ou la différence des ellipses données. Étant données 
deux ellipses semblables , on propose d'en trouver une troisième 
qui soit moyenne proportionnelle entre les deux données. 

Soient a, b les axes de la première, a', b' ceux de la deuxième, 
a", b" ceux de la troisième, désignons par K le rapport constant 

h h* h" 

-,-,,—, on a S= nab = na'K. S' = ira" K, S" = 7ra"'K. 
a a a 

S" devant être une moyenne proportionnelle entre S et S', il faut 

• qu'on ait S"* = S'S', ou a"^= a* x a"" ; extrayant les racines carrées 

des deux membres , il vient a"" = ax a' -, ainsi le grand axe de 

l'ellipse cherchée est une moyenne proportionnelle entre les grands 
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axes des ellipses données; ayant a!\ Téquation ~=K détermine 6' . 

Ainsi la troisième ellipse est trouvée. 

Trouver une ellipse qui soit à une autre ellipse semblable donnée 
dans le rapport de deux lignes M, N,* en suivant les mêmes déno- 
minations que ci-dessus , on a S = t^ab =. nà'K , S' = iza!*K ; donc 
S : S' : : a": a'\ mais on doit avoir M : N : : S : S' ; alors la question 
est ramenée à trouver une ligne a' telle qu'on ait M : N :: a* : a'*, 
question qu'on sait résoudre. Ayant le grand axe a' de Tellipse de- 

b' 
mandée, par l'équation --> = K , on en déduira son petit axe. 

On voit que toutes les questions à résoudre sur les surfaces des 
ellipses semblables se ramènent à la résolution de questions de 
simple géométrie. 

XXV Théorème. 

195. —Si dans deux eUipses semblables on mène des rayons vec- 
teurs à des points homologues, les angles qu'on détermine aiosi 
sont égaux. • ^ 

Fig. 133. Soient BB', CC' les axes de la première , AA' et DD' ceux de la 
seconde, F, F' les foyers de la première , et E , E' ceux de la se- 
conde. Prenons les points homologues M , N et joignons-les aoi 
foyers, il faut prouver que les angles FNF et EME' sont égaux. 
Pour cela il sufSt de faire voir que les lignes ME , NF sont 
parallèles ainsi que ME', NF'. On a déjà : 

OM _BB' a 

ON T AA' "" a'' 
En outre , 

OF = ya*-b* = a \/T^^% 



K éUnt - ', de même , 0E=: /z' Kl — K* ; donc 

a 

OF_ a\/l—K' _a 
0E~ aVï-K~ '"' 

OlVf OF 
De là il suit que r^=^ = pr=. Donc les lignes ME , NF sont pa- 

rallèles , ainsi que MF, NF et les angles FNF, EME' égaux. 
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Hyperbole, 
I" Théorème. 



196. — Dans l'hyperbole le carré d'une ordonnée à Taxe trans- 
verse est au produit des distances du pied de l'ordonnée aux som- 
mets comme le carré du second axe est au carré du premier. 
Soient BB', CC les axes de l'hyperbole , et MP une ordonnée , il 
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MD+AP+AF + AB _ AB + AP 
AF + AB ~ AB 

MD + AP+AF + AB AF + AB 



ou 



AB + AP "■ AB 



remarquons maintenant que AB + MD==MF, AF+AP = PF', 
AP + AB = PB', alors la proportion devient : 

FB FM + F^P 
AB~ PB' • 

. AF MD 
Reprenons la proportion — = — ^ , on en tire : 

AF-AB _ MD~AP AF — AB _ AB 

AB "^ AP ^^ MD-AP~AP^ 

de cette dernière on déduit encore : 

MD — AP+AB-AF _ AF-~AB 
ÂP^^^B "" AB ' 

proportion qui se réduit à 

MF - FT _ FB 
PB "" AB ' 
en remarquant que 

MD+AB=MF, AP+AF=FP, AP-AB=PB, AF-AB=FB 

Multipliant les égalités 

FB_ FM + FP MF —FP FB 

AB ■" PB' PB "^ AB 

membre à membre, il vient : 

'FBxF'B MF'^-FP' 
ÂB' "" PQ'XPB 

Mais du triangle rectangle MPF' on tire MP* = MF* — PF''. En 
outre 
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FB X FB = (J^ÂB +ÂC'- Ab) {l^ÂB+ÂC -f Ab) = Âc'. 

Donc la dernière égalité devient : 

MP _ ÂC _ Cg' 
PBxPB'^Xb ~BB'"* 

C'est ce qu'il fallait prouver. 
Ce théorème se démontre facilement par le calcul , car Téqua • 

tioD de la courbe rapportée à ses axes étant y* = -; {x* — a") , on 

en tire : 

y' y b' 



or^ = MP, jr = AP, 6 = AC, AB = a, alors on a : 

MP' _ MP AC' ce' 

(AP + AB)(AP-AB) PBxPB'""ÂB'""bF' 

Donc , dans l'hyperbole, le carré de l'ordonnée à l'axe transverse 
est au produit des distances de son pied aux sommets comme le 
carré du second axe est au carré dn premier axe. 

• 

W Théorème. 

197.— On appelle, dans l'hyperbole, paramètre le double de 
Tordonnée à l'un des foyers de cette courbe. 

Le second axe de l'hyperbole est moyen proportionnel entre le 
premier axe et le paramètre. 

Soient BB', ce les axes de l'hyperbole et F, F' les deux foyers, pig. ij2. 
désignons par WW la double ordonnée au foyer, il faut démontrer 
que CG* = BB' x M'M". En effet , d'après le théorème précédent , 
on a: 

m¥' ci?' 

F'BxFB'~BB'" 



or on a montré que FB x FB' = AC . Donc AC = AB X MF , 
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d'où ÂC' = AB X M'F ou 4Âc'=2AB x 2M'F ; ce qui revient à , 

CC'' = BF X M'M". C'est ce qu'il fallait démontrer. Si on yeat 
démontrer le théorème par le calcul , il faut , dans l'équatioD 

^' = -^ {x^ — a*) , mettre pour or* la valeur a' + 6" ; alors on a 
d 

b'=iay ou 4^' = 2aX2^, ce qui donne CC'' = M'M" x BB'. 

Ce théorème montre qu'étant données deux des trois quantités 
suivantes , les deux axes et le paramètre de l'hyperbole , on peut 
toujours déterminer la troisième. . 

Donc le second axe de l'hyperbole est moyen proportionnel entre I 
le paramètre et l'axe transverse. 

IIP Théorème. 

198. — Le carré d'une ordonnée au second axe est à la somme 

des carrés du demi-second axe et de la distance du pied de TordoD- 

née au centre , comme le carré du premier axe est au carré du 

second. 

138. Soit MQ une ordonnée au second axe GC, il faut prouver que 



AQ +AC ce 
Pour cela remarquons qu'on a . 

MP' Âc' 

PBxPB' Âb" 

or MP = AQ, PBxPB' = ÂP'--a5' = MQ' — AB', en consé- 
quence il vient : 



AQ AC ^. MQ — AB 


_AQ 


MQ — AB AB AB 


ÂC' 


De cette proportion on dédail : 

• 




MQ'_AQ+AC* 





AB AC 



Digitized by LjOOQ IC 



DU SECOND ORDRE. 257 

égalité qu'on peut mettre sous la forme 



a y 



aq' + ac ac 

et qui est celle à laquelle il fallait parvenir. . ^ 

Ce théorème se déduit de Téqualion même de Thyperbole, car 
on a ay^b'x''=:--a'b\ alors 

à" ^'" «' 

-' = ^(y+-'), d'où ^rj— = ^. 

Or a: = MQ, ^ = AQ, a=AB, ^> = AC; alors 

Donc, dans l'hyperbole, le carré d'une ordonnée au second axe 
est à la somme des carrés du demi-second axe et de la distance du 
pied de Tordonnée au centre , comme le carré du premier axe est 
au carré du second axe. 

Des théorèmes qu'on vient de démontrer, on déduit une méthode 
graphique pour décrire une hyperbole , connaissant l'un de ses axes 
cl la position d'un de ses points relativement aux axes. 

En effet, supposons qu'on donne le grand axe BB', et le point M ^.^ ^^^ 
de l'hyperbole , de sorte que MP, AP sont connus , il faut détermi- ^^' 
lier AG. Pour cela remarquons qu'on a : 

MP' AC' 



PB X PB' AB 
de cette égalité on tire : 



\/PB X PB' ' 



expression qu'on peut facilement construire. En effet, sur 
p/p :==,pB -|-PB' comme diamètre , décrivons une circonférence ; 
au point B menons l'ordonnée BE , on a W=rrPB x BF, et BF 



17 
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égalant PB', il s'ensuit que BE est la valeur de \/PB xPB; 
maintenant rabattons BE sur BB' en E', puis joignons E' àQ, et 
par B menons BG parallèle à FQ , la ligne AG ainsi déterminée 
est le demi-second axe en vertu de la proportion AB : AE' : : AG: AQ, 
d'où 

^ AQ X AB _ MPX AB 

AE' "" V/PBxPB'* 
Supposons qu'on donne le second axe , alors on a : 

MQ* ÂB" ,, , ^. .^ MQXAC 
, , = z=^j don on tire AB . ^ ^ 



AG+AQ AG P^ÂcVÂQ 

Pour construire AB, prenons AI = AC, joignons I à Q, on a 

GI = ^^AC'^Âq" , puis prenons QG = MQ, et par le point G 
tirons une parallèle à AG, le point B oii elle coupe Taxe BB' est le 
sommet demandé. Car on a QG:QI :: AB: AI ; d'où 

^g ^ AIxQG ^ AGxMQ 

Si les données sont des nombres , et qu'il soit demandé que la 
question soit résolue par le calcul , alors on prend l'équation de la 
courbe, ay—6'j:'= — à'b^, et on pose MP = p, AP== « ; il vient, 
le point M étant sur l'hyperbole, a'p* — b^o^ = à'b\ Si c'est le 
grand axe qui est donné, on a : 

7,^ ^P 



Au contraire, si c'est le second axe, on a de même : 

ba 



k^'+P' 
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IV^ Théorème. 

199.— Dans Thyperbole chacun des demi-axes est moyen pro- 
portionnel entre les distances d'un point de la courbe aux asymp- 
totes, ces distances étant comptées sur une parallèle à Taxe dont 
il s'agit. 

Pour le démontrer soient CC, BB' les axes d'une hyperbole et 
AS,, AS,, les deux asymptotes; du point Q pris sur la courbe, menons 

la parallèle QP'à Taxe CC, il faut démontrer que Âc'= QP X QF. 

En effet , les triangles rectangles PMA, DBA étant semblables, Fig. 133. 
onaPM:DB::AM:AB, d'où 



— - DB X AM AC X AM 



AB AB 

d'un autre côté, en vertu d'un théorème connu , on a : 

ÂB : — ^ — > — 2 — - AgXaM — AB') 

— XQM :-:MB'xMB=AM -AB , ou QM= ' _. , 

AC AB 

les deux dernières égalités auxquelles on est parvenu, donnent : 

pm' âm' 

QM Âm' - ÂB 
De cette dernière proportion on tire -. 

pm'- qM' âb' _ AC' 

pm' aM' pm' 



Donc PM - QM = AC , or PM -QM =(PM+QM) (PM-QM)=: 

QP X QP'. Il s'ensuit qu'on a QP X QP' =Âc' ,• c'est ce qu'il 
fallait prouver. 
Considérons le second cas, celui où la sécante est parallèle au 

premier axe. Soit QRR', il faut prouver que ÂB == QR x QR'. 
, En effet , les triangles RSA et DAB étant semblables, on a : 
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—a Kb X as' 
RS:AB::AS:DB, d'où Kb = — _^ — . 

AC 

Le point Q étant sur la courbe , on a , en vertu d'un théorème 

démontré , ^ ^ 

QS' AB' 

: a a 2 > 

AC + AS AC 
égalité qu'on peut mettre sous la forme 

^ ab'(âc'+âs') 

AG 
en conséquence 

QS Âc'+Âs' ,, , Qs"-âs' Âc' 

^1-^ = — ^ , d'où , — =-=i , 

RS' AS" RS AS 

AC" ÂB" , QS'~rS' AB' 

or T=rr==r,, alors — =î — = z=rî 

AS RS RS RS 

ainsi Qs'-RS'= (QS+RS) (QS-RS) = QRx QR'= Âb\ C'est 
ce qu'il fallait prouver 

Par les équations des asymptotes et de l'hyperbole, ce théorème 
se démontre aisément. En effet l'équation de l'asymptote AS est 

V = - o:, celle de la courbe est ^ = - V x" — a\ donc 



> 3 h" b^ 

MP — QiVi =^X'^--:;X' + b'=b\ 

^ a a 

ou (MP + QM) (MP-QM)=:QP xQP'=i^'= AC% 

La seconde partie se démontre de la même manière , car 

QS =..'==- {y + b') , Qr' = Çy\ 
donc 
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QS-^ QR" = (QS + QR) (QS-QR) = QRX QR'= Çy + 

Donc dans Thyperbole un des demi-axes est moyen proportion- 
nel entre les distances d'un point de la courbe aux asymptotes , 
ces distances étant comptées sur la parallèle à Taxe dont il est 
question. 

On vient de prouver que QPxQP'=^ , que QRxQR'=Tb"- 
Donc les produits Q X QP', QRx QR', sont proportionnels aux 

axes. De l'égalité QR x QR' = ÂB* , on lire QR = ^r^, ; or à 

mesure que le point Q s'éloigne du sommet , QR' croît ,' donc QR 
décroît, c'est-à-dire que l'asymptote va en se rapprochant delà 
courbe, plus on s'éloigne du sommet de l'hyperbole. 



V* Théorème. 

200. — Si d'un point de Thyperbole, on mène deux droites termi- 
nées à leur intersection avec les asymptotes , et que d'un autre 
point quelconque pris sur la courbe , on mène deux parallèles aux 
deux premières, terminées aux points où elles coupent les asymp- 
totes , le produit des deux premières lignes est égal au produit des 
deux autres. 

Soient QR, QP' les deux premières, et EH, EH' les deux autres; Rg. 134^ 
il faut prouver que QRx QF = EH X EH'. Pour cela par les 
points Q et E menons les droites MQM', NEN' perpendiculaires à 
BB' et terminées aux asymptotes. Les triangles qu'on vient ainsi 
de former MQR, NEH sont semblables, ainsi que les triangles 
QM'F, EN'H', alors on a : 

QM QR QW QP' 

EN ~ ËFl EiN' " EH" 

multipliant ces égalités membre à membre, il vient : 

QMxQM' QRXQF 

EJN X EN' ^ EH X EH' 
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Mais on a démontré précédemnient que 
QMXQM'==ÂC'=ENXEN\ donc QR X RP' = EH x FH. 

C'est ce qu'il fallait prouver. 

Donc si dans une hyperbole on mène d'un point de la courbe 
deux lignes terminées aux asymptotes , et que d'un autre point 
quelconque on mène deux parallèles aux premières , terminées 
encore aux asymptotes, le produit des deux premières est égal au 
produit des deux secondes. 

201.— Le théorème qu'on vient de démontrer s'applique à deux 
lignes quelconques , en conséquence concevons que les lignes EH, 
QR tournent autour des points E, Q de manière à coïncider avec 
les lignes EK, QK', les prolongements de EH', QP', alors on aura: 

EK X EH = QK' X QF. 

Donc les produits des distances de deux points de l'hyperbole 
aux asymptotes , ces distances comptées sur deux lignes parallèles 
quelconques , sont égaux. 

On peut démontrer ce théorème par le calcul, car prenons 
pour axes de coordonnées, deux diamètres conjugués, dont l'an 
soit relatif aux cordes données, l'équation de l'hyperbole est 

y 
«y — ^'V=— a''Z^", celles des asymptotes sont^=di-7z. 

Donc 

r^y==(Y+^)(Y-.^) = EHxEK=^x*+6'"-^^' = r. 

a a 

Alors QP'x QK'= b'\ Donc EKxEH'=QFxQK' ; c'est ce qu'il 
fallait démontrer. Le calcul démontre en outre que le produit des 
distances d'un point de l'hyperbole aux asymptotes, comptées sur 
une ligne quelconque est égal au carré du demi-diamètre conjugué 
de celui qui passe par le milieu de la ligne en question. 

Prenons le point Q' sur la courbe au lieu du point Q , on aura 
toujours Q'P'x Q'K' = EK x EH, d'où Q'P' x Q'K' = QP'x QK'; 
or Q'K' = QP', car QF = QG+GF, Q'K'=: GQ+GK', et comme 
le point G est le milieu de QQ', on sait que GK'=GP', donc 
QF=rQ'K', alors Q'F=QR'. C'est-à-dire que si on mène une ligne 
quelconque coupant l'hyperbole en deux points, les parties de la 
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sécante extérieure à la courbe comprises entre les asymptotes et 
l'hyperbole sont égales. On a déjà démontré ce théorème par le 
calcul à rarticlc des asymptotes. 

Supposons que Tune des sécantes se meuvent parallèlement à pig. 13/}. 
elle-même de manière à ce que les points où elle coupe la courbe 
se rapprochent Tan de Tautrc , lorsqu'ils seront venus à coïncider 
l'on avec l'autre en D , on aura d'après le théorème précédent 
DF = DF'. Donc les parties d'une tangente comprises entre les 
asymptotes et son point de contact sont égales. On a démontré que 

EK X EH = 6'% donc Df' = U^ ou DF = h\ Donc la partie d'une 
tangente comprise entre les asymptotes est égale au diamètre con- 
jugué de celui qui passe en son point de contact. 

202.— De ce que DF = DF', il s'ensuit que pour mener une 
tangente en un point donné sur l'hyperbole , connaissant les asymp- 
totes, il suffit de mener par le point D, la ligne DI parallèle à 
l'une des asymptotes AS', puis de prendre IF = AI et de joindre 
le point F qu'on détermine ainsi au point donné D , et on a dans 
la ligne DF la tangente demandée. 

a 

De ce que BF =EK x EH= ^'% on déduit ce théorème, que 
le produit des distances d'un point de l'hyperbole à ses asymptotes , 
distances mesurées sur une sécante quelconque, est égal au carré 
de la partie de la tangente parallèle à la sécante , comprise entre 
son point de contact et l'une des asymptotes , ou encore égal au 
carré du demi-diamètre parallèle à la sécante. 

VP Théorème. 

203. — Dans une hyperbole, le carré d'une ordonnée à un dia- 
mètre quelconque, est au produit des distances de son pied, aux 
extrémités du diamètre, comme le carré du diamètre conjugué est 
au carré de celui dont il s'agit. 

Soient BB', CC, deux diamètres conjugués , puis NQ l'ordonnée ^ ^^^ 
au diamètre BB', il faut prouver qu'on a : 



QB X QB' BB' 
Pour cela au point B' menons la tangente B'D, puis prolon- 
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geons NQ jusqu'à la rencontre de Tasymptote AS en M. A cause 
des triangles semblables DB'A , MQA on a : 



AQ AW B'D' A'B*' 

de là on tire : 

^ , = _> ou ~ z=i ===!:. 

BD AB' AQ — AB' AB'" 

Dans un des théorèmes précédents on a prouvé que 

B^' =NM X NM' == Mq' —Nq', 
en conséquence il vient : 



QM —B'D =MQ — MQ +NQ ; 
en outre 

Âq' — ÂB' = (AQ+ AB) (AQ — AB) = QB X QB' et B'D = AC. 
Donc Tégalité devient: 

NQ' _ AC _œ^ 
QB xQB'~"aB'*""bB'' 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

Si on prend pour axe de coordonnées les deux diamètres conjugués 
BB', ce, réquation de la courbe est a'y — b" :r*= — a''b'\ d'où 

y y ^" 



Or, ici,^ = NQ , :r = AQ , fit' = AB , Z;' = AC ^ en conséquence le 
calcul donne : 

NQ* 9^ 



QBxAB' BB' 
rcs^ultat qu'il fallait obtenir. 
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Donc, dans une hyperbole l'ordonnée à un diamètre quelconque, 
est au produit des distances de son pied aux extrémités du diamè- 
tre , comme le carré du diamètre conjugué est au carré du diamè- 
tre dont il s'agit. 

VIP Théorème. 

204. — Une hyperbole peut être construite lorsque deux diamè- 
tres conjugués sont connus en grandeur et en position. 

Soient BB', CC'les deux diamètres conjugués, au moyen des- Fig. ise. 
quels il faut construire la courbe. Pour cela, ramenons le diamètre 
ce à être perpendiculaire sur BB'; sur BB' et AA', comme axes 
traçons une hyperbole, et aux points m, «,/», r, etc., tirons les 
ordonnées /wa, ng, /^y; cela fait, par les points m , ^-iP^q-^^f 
menons des parallèles à CC et sur ces lignes, au moyen d'arcs de 
cercle, ramenons les points», p, 7, etc., en a', p', -/, etc. Les points 
ainsi déterminés appartiennent à l'hyperbole demandée ; en effet, 
les points «, p , 7, satisfont à la condition aJy — b"'x^z=z — a"^% 
alors les points a', p', 7 , leurs coordonnées étant prises parrapport 
aux diamètres BB', CC, satisferont à la condition d^f—V'^a^x == — 
û '/>'*, puisque les coordonnées des points a, a' sont les mômes, donc 
les points a', p', 7 appartiennent à une hyperbole dont BB', CC'sont 
deux diamètres conjugués, en vertu de ce théorème qu'il n'y a que 
les points de l'hyperbolç pour lesquels a'y' — ^'':r*=a"6'\ Cette 
question peut être résolue d'une autre manière, en cherchant les 
longueurs des axes. Désignons par 7 l'angle C'OB', puis par d^ U 
les demi-diamètres AB , AC. On a les relations suivantes entre les 
quantités ^ , ^, a!^ ^',7. 

(1) a'-6'=a"--^'% (2) a6=a'6'sin7. 

Des é(^uations (1) , (2) , on tire : 



iV, , a"- U^^ Via!' — ^'^ * + 4a'"^'^ sin' 7 

*2 



_ -^(g^--- ^^^'> + \/(^"— ^^')'+4a"^^'sin> 



Ayant les deux axes , il ne reste plus qu'à les ûxer de position ; ^ ^^^ 
pour cela , remarquons que le lieu des pieds des perpendiculaires 
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abaissées H des foyers sur les tangentes, est une circonrérence ayant 
l'axe Iransverse pour diamètre , et son centre an môme point que 
celui de la courbe ; en conséquence , décrivons de O comme cenl^ 
avec a pour rayon une circonférence , et tirons les diagonales du 
parallélogramme MNPQ , construit sur les diamètres conjogaês 
donnés ; ces lignes sont les asymptotes qu'on sait être des langeâtes 
à Thyperbole , alors les points T, I , H , H' où elles coupent la cir- 
conférence, sont les pieds des perpendiculaires abaissées desfGjers, 
si en ces points on élève aux droites NQ , MP des perpendiculai 
res, elles vont se couper deux à deux aux points F, F qui sonlb 
foyers de Thyperbole ; conséquemment en les joignant , on aura la 
direction du premier axe, et par suite celle du second axe. 

On doit remarquer que les côtés QM, PN sont des tangentes à 
Thyperbole , qui auraient pu comme les asymptotes fixer les fojer;;. 
L'hyperbole est donc complètement déterminée, puisqu'on connaît 
ses axes en grandeur et en direction. 

VIII« Théorème. 

205. — On peut construire une hyperbole lorsqu'on donne en 
position deux diamètres , l'un d'eux en longueur et les coordon- 
nées d'un point de la courbe , par rapport à ces deux diamètres. 
Fig. î38. Soient BB', CC les diamètres conjugués, BB' est celui dont la 
longueur est donnée ; soit M le point de l'hyperbole dont on donne 
les coordonnées MP, AP, par rapport aux deux diamètres conju- 
gués BB', ce II s'agit , avec ces seules données, de construire la 
courbe. Pour résoudre la question , il suffit de déterminer leseconil 
diamètre CC, et, en vertu du numéro précédent , on pourra con- 
struire l'hyperbole. 

On a : 

nv ÂC 



d'où 






PBxPB' AB / V/PBXPB' 

pour construire celte expression , prenons sur le prolongement tii' 
B'P, PB"=PB, puis sur B'B" décrivons comme diamètre unecir 
conférence , et en P menons l'ordonnée PQ à ce diamètre, on a 

Pq'== PB' X PB"= PB' X PB. 
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Maintenant, à partir du point A , prenons AM'=PM, sur CC, 
ensuite sur BB', prenons AH = PQ , joignons M' à H et par le point 
B'tironsBÎ], parallèle à HM\ le point Cest l'extrémité du diamètre 
demandé. Car des triangles semblables M'AH , GAB^ on tire : 

AM'vAR 
AC:AM'::AB:AH, d'où AC= ^ ; 

remplaçant AM', AH par leurs valeurs, il vient : 

MPxAB 
AC=' 



V/PBXPB' 

ainsi on voit que AC est le second diamètre de Thyperbole. Si les 
longueurs BB'^ AP, MP sont données en nombre et qu'on les dési- 
gne par a, p, a\ de l'équation a^- bV='-a^'b^\ on tire : 



Ainsi a\ b' sont connus. 

Donc une hyperbole est déterminée et peut être construite lors* 
qu'on donne en position deux diamètres conjugués et la longueur 
(ie celui qui coupe la courbe , puis les coordonnées d'un point de. 
cette courbe par rapport aux diamètres donnés. 

IX'' Théorème. 

206. Quand on donne une hyperbole et ses deux asymptotes , on 
peut (racer deux diamètres conjugués, faisant entre eux un angle 
donné. 

Soient MNP, M'N'P' les deux branches de Thyperbole dont Fig. 139.^ 
AR, lis sont les asymptotes , l'angle donné est VDQ; il s'agit de 
trouver deux diamètres qui fassent entre eux cet angle. ^ 

Pour cela , sur DV, prenons DV = DX et sur VX , décri- /t^ ** 
vons un segment capable de l'angle SAR', cet arc de cercle cou- 
pera le côté VQ en un point Q, qui , joint aux points D et X, donne 
les lignes QD, QX. Maintenant, sur AS et AR', prenons AK, AK' 
égaux à QV et à QX, jyjrons la ligne KK' et joignons son milieu I 
au centre A. Les triangles AKK', QVX sont égaux, car AK = 
VQ, AK' = QXet Yl4x=: SAR' par construction. Donc, KK' = 
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VX, par suite Kl =:DV, et les angles AKI, VQD sont égaux; il suit 
de l'égalité de ces triangles, que les autres triangles KAI,DYQsod| 
égaux , puisque AK == VQ , DV = Kl , et QVD = AKI , donc H 
angles AIK, VDQ sont égaux ; or le diamètre conjugué de AI ti 
parallèle à KK', donc, si du point A on tire CC parallèle à KK', oB 
a dans les deux diamètres conjugués AH, AC, ceux faisant entre 
eux Tangle donné. 

X« Théorème. 

207. — Si d'un point pris hors d'une hyperbole , on mène uoe 
tangente terminée à son point de contact et un diamètre coupaol 
en deux points la courbe, le carré de la tangente est à la différeoce 
des carrés du demi-diamètre et de la distance du point donné au 
centre , comme le carré du diamètre conjugué de celui qm 
va au point de contact est au carré de celui qui coïncide ayec la 
sécante. 

Soient PQR , P'Q'R' les deux branches d'une hyperbole et M le 
point hors la courbe, soient MC et EMË' la tangente et lasécaolc 
passant en M , il faut démontrer que 

MC' ah' 



AE — AM AE 



V^ 



Menons Tordonnée EF au diamètre AC , cette ligne est parallèle 
à MC, alors les triangles MAC , FAE sont semblables, d'où il suit 
que 

Mc' Âm' -— > Im -— ^ 

=7 = =r ou MC=:z=:;^xEFî 
EF AE AE 

d'après un théorème démontré , on a : 

EF =(AF— AC Jhztt; 
AC 

mais des triangles semblables MAC , E AF, on tire : 

af" ÂË' , âf"— Âc' IE' — âm' 

=1^ = ^=^' donc rr^ =» — —=1 — , 

AC AM AC AM 

alors 
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I a 

AM 



sabstitaant à £F sa valeur dans celle de MC , il vient ; 



AM AE AE 



cl enfin 



MC AH 



AE -AM AE 

Donc, si dun point pris hors Thyperbole on mène une tangente 
limitée à son point de contact , et une sécante passant au centre, 
le carré de la tangente est à la différence des carrés du demi -dia- 
mètre et de la distance du point au centre , comme le carré du 
diamètre conjugué de celui qui passe au point de contact est au 
carré du diamètre coïncidant avec la sécante. 
Ce théorème a son analogue dans l'ellipse. Car 

ÂE" — AM'=r(AE + AM)(AE--AM)=MExME', 

MC' Âïi' 



donc 



ME X ME' AE 



Ce qui donne lieu au théorème suivant : 

^Si d'un point on mène une tangente à Thyperbole et un diamètre 
coupant celte courbe en deux points , le carré de la tangente ter- 
minée à son point de. contact est au produit des distances du point 
donné aux extrémités du diamètre, comme le carré du diamètre 
parallèle à la tangente est au carré du premier. 

XI« Théorème. 

208.— Si d'un point quelconque on mène deux droites coupant 
chacune l'hyperbole en deux points, le produit des distances du 
point donné aux points d'intersection situés sur l'une d'elles est au 
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produit des distances du même point aux points d'intersection sitoes 
sur l'autre, comme le carré du diamètre parallèle à la premièri' 
est au carré du diamètre parallèle à la seconde. 

Supposons que le point donné soit en M à Fintérieur de la 
courbe , soient PMP', QMQ' les deux sécantes et CC, DD' les dia 
mètres qui leur sont parallèles, il faut prouver que 

Fig iki. MP X MF _ ce' 

MQxMQ'~5ô"- 

Pour cela menons les diamètres AK , AK' passant aux milieux I, 
des cor»les PP', QQ', et tirons les tangentes en K, K' à la courbe, 
elles coupent le diamètre AM en m et m'. 
Les points 1 , 1' étant milieux de PP' et QQ', on a : 

MQ X MQ' = qT* — Si!'', PM X MP' = PÏ* - mT; 
ensuite , en vertu d'un théorème démontré , on a : 



Aï - AK' AK' AK' 



mais des triangles semblables AK'm\ AFM on tire : 



Al' AM ^ Al'— AK' AM — Am' 

-— = - — donc z==; = ; — 

AK Am' AK' Â;^ 



substituant à :=z^ — sa valeur trouvée ci -dessus, celle de 

AK' 



Ql' devient : 



^^ (AU -.An/), 



Am! 
Des triangles semblables qu'on a énoncés', on tire 
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MI' AM . -— > KW* . 

bT-7 — -7—, , et par suite MI' = AM . 

Maintenant appelons O le point où le diamètre AM coupe l'hyper- 
bole , d'après un théorème démontré , on a : 



^^ ^n J^n_AD ,— > 



m'K' =^==-,m'Ox m'O' = zzn^ ( AO - Am' ), 
AO AO 



par conséquent 



p» _ AD X AM (AO ^Am' ) 



Mr = 

AO X Am' 
Bes valeurs de QI' , MI' , on tire ; 

Am' AO* X Am' 



-a ■ I . ■■ a 



AD X AO (AM — Am' ) — AD X AM (AO — A»yz' ) 
AÔ' X Am'' 

Effectuant les calculs indiqués et simpliGant , le second membre 
de l'égalité devient: 

a , ad' » > 

QI' —MI =z=-,(AM — AO), 
AO 



alors on a : 



MQ X MQ' = â^ ( am' - AOV 
AO 



Par les mêmes raisonnements on arriverait à 



MP X MP' = ^, ( am' — A0\ 
AO 



d'où il suit que 
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MQ X MQ' __ Â& _ DD^ 
MPxMP -âg'- CÇ'>' 

c'est ce qu'il fallait prouver. 

La démonstration qu'on vient d'exposer n'a rien supposé sur k 
position des sécantes , si ce n'est que leur point de concours esl i\ 
l'intérieur de l'hyperbole ; par conséquent on a comme ci- 
dessus : 

MP'xMP _ œ^ 

ME X ME' "" fr>* 

Fig. 142. 209. — Supposons le point de concours extérieur à rhyporboli' 
en M , soient MD', ME' les deux sécantes auxquelles sont parai 
lèles les diamètres BB', AA', il s'agit de prouver que 

MD X MD' _ ^ 

ME X ME' ~" ÂÂ'^* 

Pour cela, prenons le milieu de DD' et joignons-le au centreA. 
la ligne AI coupe la courbe en w, et si , en ce point , on mèae/^jC 
tangente»à l'hyperbole , les triangles COw, MOI sont semblables 

Cherchons l'expression de MD x MD' = MÎ — ln\ 
Des triangles semblables COm, MOI on tire • 

Mf ^^ A ^' Ôm' —, 

TT- = 7^77, donc MI = Cw\ 

Cm OC ' qq' . 

Maintenant remarquons que le diamètre , CM , ne coupant pas 
l'hyperbole donnée , coupe la conjuguée ; alors , en vertu d'an Ihê" 
rème qu'on démontrera plus tard , on a-. 

OH 
substituant cette valeur de Cw dans celle de MÏ', il vient . 

OC X OH 
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Cherchons la valeur de Dl' . On sait que ^ 

DI ==i:;(Ôl— Om), 
mais des triangles semblables lOM, mOC on tire : 

; = rizir, ce qui donne — " ,^ = ^i^^^ ; 

Oni OC Om OC 

par conséquent 

Di' = ^(()M-ôr). 

oc 

SabsUtuant les valeurs de DI, MI dans celle du produit 
MD X MD', il vient : 



MDxMD'=Mr-ïn=S^(ÔHVôC*)-^(ÔM_ÔC- 
OC XOH OC 

ôm'xÔb'(ôh'4-ôc')— ôïï'xôh'(ôm'-5c') 
~ ôïTxôh" 

effectuant les calculs indiqués et simpliGant, on trouve -. 

MD X MD' = "^^.^" (ÔM -fÔÏÏ'). 
OC 

Oo trouverait de même : 

ME X ME' = ^^21^^ (ÔM^ + ÔH'). 
OC 

Par conséquent 

MDXMD' _ÔË^ _ BB^ 
ME X ME - ÔA " ÂÂ" 

C'est ce qu'il fallait prouver. 

• 18 
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^insî on -voit que le Ihéorèmes'appliquc à deux sécantes quelque 
soit leur point de concours. 

210. — Sd)[)posons que l'une des sécantes devienne tangente; soit 
Cm celte ligne , et CG la sécante , on aura toujours : 



CG X CG' • AT' 
pour une aulre sécante passant par le point C on aura 
C^' SF' 



;*' 



CQ X CQ' Kk' 

Donc CQ X CQ' : CG X CG' :: RR* : âF- 

Théorème qui s'énonce ainsi : Si d'un point on tire une sériede sé- 
cantes coupant rhyperbole en deux points, les produits CG x CG'. 
CQ X CQ', CK X CK' sontp roportionnels aux carrés des diamètres 
parallèles à ces sécantes. 

211. — Si on fait mouvoir la seconde sécante de manière à deve- 
nir tangente , 



OQ aura: 






Lm 


bb' 


MD X MD' 


Lp 


AA'^ 


~ MJi X ME' 



Donc si on tire deux tangentes à Thyperbole non parallèles, et qu'on 
les termine à leur point de contact et à leur point de concours, le 
rapport de leur carré est égal à celui des produits formés par les 
distances d'un point à l'hyperbole, mesurées sur une parallèle à 
Tune des tangentes, et par les distances du même pointa ^bypc^ 
bole , comptées sur une parallèle à la seconde tangente. 

On a omis de définir deux hyperboles conjuguées. Deux hyper- 
boles sont dites conjuguées lorsquelles ont môme centre, que leurs 
axes coïncident ; mais le premier axe de l'une étant Taxe trans-* 
verse de l'autre, et le second de la première étant l'axe transverse 
de la seconde hyperbole. On démontrera plus tard quelques pro- 
priétés existant entre ces deux courbes. 
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XII' Théorème. 

212. — Si du point de contact d'une tangente on mène une or- 
donnée à un diamètre quelconque , la moitié de ce diamètre est 
moyenne proportionnelle entre les distances du centre au pied de 
Vordonnée et au point où la tangente coupe le diamètre. 

Soient MT une tangente à Thyperbole en M , et MP l'ordonnée Pig. 143. 
du point de contact relative au diamètre AB , il faut prouver que 

AB = AP X AT. Tirons le diamètre AM et la corde BB' parallèle 
à MTj soient le point d'intersection des lignes MQ, BB', et H le 
point où AM coupe BB'. D'après le théorème précédent , on a : 



QQ XOM ÏB ÔM 

OBxOB' -fivi' - ôb" 

donc 

00 OM 00 OB' 

0B'~ OB OM "" OB' 

de cette proportion on tire : 

OQ+OM^OB+OB ^^ 0Q^.0M=2MP, 0F+0B = 2BH, 

lyr-p Du 

en conséquence il vient QÏî=^g 1 <^^ q^' prouve que les lignes 

PH, MB sont parallèles. 

AB AH 
Les lignes MT, BH étant parallèles, on a ]^ = âM' ™^'^ 

AH A P 

i!ii:==lll en vertu du parallélisme des lignes MB, PH, donc 
AM AB 

^=:^.ce qui donne Âb'=APx AT. C'est ce qu'il fallait 

prouver. 

Prenons le cas où l'ordonnée ne coupe pas la courbe. Ainsi soit 
rordonnée MS au diamètre Ay conjugué de HB , soit T' le point où 
la tangente en M coupe Aj^, il faut prouver que AC =AT'X AS. 

Pour cela , remarquons que les triangles TT'A , MTP sont 
semblables, donc 

18* 
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AT' AT . AT 



.m AB' 

mais on vient de prouver que AT = -j^ , 
done 

par suite 

AP— AB 
donc 

.^, MPxAB' asxâb' 
AP— AB AP— AB 

£o yeriu d'ua théorème démontré, on a : 

:M^ = S, d'où MS'== ^^^^+^^'^ 



AS + AC AG AC 

maintenant remarquons que AP = MS, et substituant dans AT' à 
AP sa valeur, il vient: 



.„„ AB XASXAC 

Al — — , , — 



ÂB' (as"+ AC') — AB' X AC 

AB X AS X Âc' Âc' 



AB' X as" + AB' X AC' — AB' X AC' ^^ ' 

2 

ce qui donne AC = AT' x AS. 

Donc si du point de conlact d'une tangente on mène une ordonnée 
à un diamètre quelconque, la moitié de ce diamètre est moyenne 
proportionnelle entre les distances du centre au pied de Fordonnée 
et au point où la tangente coupe le diamètre. 

A Taide du calcul , on démontre facilement le théorème précé- 
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dent. En effet, prenons pour axes de coordonnées les deax dia- 
mètres conjugués AB, BC, et posons AP == x', MP =y\ L'équa- 
tion de la tangente en M est a!^yy — y*xaf = — a'*i". Le point 
T s'obtient en faisant^ = dans Téqnatîon précédente; alors on a 

jca^= AT X AP = a'* = AB\ En faisant j:,= on obtient T', 
et il vient^^' = — V^, Il faut remarquer que vy est négatif parce 
que ytty sont toujours de signe contraire ; alors pour avoir Taire 
du rectangle formé par ces deux coordonnées , il faut les prendre, 
abstraction faite de leur signe ; en conséquence on a : 

'yy = AT' X AS = fr'^ = ÂC\ 
Ainsi est démontré le théorème dans toute sa généralité. 

XUI* Théorème. 

213.— -Si de deux points situés aux extrémités de deux diamètres 
conjugués , on mène des ordonnées à un diamètre quelconque , le 
carré de la moitié de ce diamètre sera la différence des parrés des 
distances du centre aux pieds des ordonnées. 

Soient DD\ CC deux diamètres conjugués ; de leurs extrémités 
D' , C menons les ordonnées D'P, CQ au diamètre quelconque AA'. 

11 s'agit de prouver queÔÂ' = OQ* — ^*. 
En effet , on a : 

€Q" = S(ÔQ"-ÔÏ0 et DT*=^(0I>ot), 
OA OA 

CQ* ÔQ_ÔA* 
par conséquent ^3—- = — ^ — ;-, 

DP* OA 4-OP 



• 



Au pointe tirons la tangente CK , elle est parallèle à DD'; alors Fig. 144. 
fes triangles D'OP, CKQ sont semblables, et il vient : 

CQ*^KQ 

mais KQ==OQ-OK = 00 — — ~ ^Q ^ ^^ 

^ OQ OQ ' ,. 
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Substituant à KQ sa valeur dans l'égalité précédente , il vient : 
CQ' _ (ÔQ ~ OA )' _ ÔQ -> OÂ^ 

Simplifiant , on a : 

{ÔQ - Oa') (ÔA* + ÔP') = ÔP' X Ôq\ 

ce qui donne en effectuant les calculs : 

ÔQ' X ÔT + Ôp' X ôq' — ÔÂ* — ÔA* X ôp' == op' X ÔQ , 

ou enfin Ôa' = ÔQ — ÔP, 

C'est ce qu'il fallait prouver. 

Donc si des extrémités de deux diamètres conjugués dans une 
hyperbole', on mène deux ordonnées à un diamètre quelconque, le 
carré de ce demi- diamètre est équivalent à la différence des carrés 
des ditfances du centre aux pieds dés ordonnées. 

XIV Théorème. 

214. — Dans une hyperb||e , la différence entre les carrés de deux 
demi-diamètres conjugués est égale à celle entre les carrés des 
demi-axes. 

Ce théorème a été démontré par le calcul ; on va maintenant en 
donner une démonstration géométrique. 
Fig. 145. Soient BB', MM' les deux axes, et A A', NN'les deux diamètres 
conjugués. En vertu du théorème précédant , on a : 

ÔM* = ô^ ^Ôf et OB i= 5^* — Ô7*, 
alors 

• ÔB-w ÔM = 0^'— ^'— (y + ô^^ =0^ + Ô^- (ôj; +Ô7 )• 

Mais BB', MM' étant les axe?, les triangles rectangles O^N, Op'K 
donnent : 
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Donc 

on' --ÔA*= 0^4-0?'— (ô^'+ôp")==: Ob'— ÔS', 

ou 4ÔN* - 4ÔÏ* = 4Ôb'— 4()m\ . 

ce qui revient à EF"— MM''==N»P*--ÂA^* 

Donc dans toute hyperbole la différence des carrés de deux dia- 
mètres conjugués est égale à celle des carrés des axes. 

XV* Théorème. • 

215.— Deux hyperboles qui ont leur centre au même point , leurs 
axes proportionnels et sur les mêmes lignes , ont leur paramètre 
dans le rapport de lanrs axes homologues. 

Soient deux hyperboles ayant leur centre au même point , et 

AA' ce * 
leurs axes proportionnels , ainsi -^^ = rr-? ; il faut prouver que 

leurs paramètres 2FM , 2F,M, sont entre eux comme les axes 
correspondants* 

En effet , on sait que OC' = OA x FM , ÔD = OB x F.M. ; 
, * ÔC' OA , FM 

mais, par hypothèse, 

OA_OC 2FM QA QC 

ÔB-QD' ^''^ 2FJVr"^0B~0D' 

résultat qu'il fallait obtenir.» 

On arrive à la même conclusion par la combinaison des équa- Fig. U6. 
lions des courbes et de celles des foyers. Pour la première courbe 
on a 

a 

€l à Tabcisse AF correspond Tordonnée FM. Donc 
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> b' b* 

y=FM =-{«*+*•-«') = -. 

a a 



La seconde hyperbole ayant pour équation y =z--^ {x* — a'*) don- • 

. b'* 

nerait comme la première j^' = F,M, = '-^. 

• a 

* • FM* bW 

Donc ^i;^„ = TiT-y 



FW| b'^a 



IL bu 

or, puisque les courbes sont semblables, -^ = ~, 



►ne aiBsi , 


FM 


b 

'y 




Les équations 


des foyers étant 


OF. 




;c = OF: 


=V'+^' 


= a' 


la: 


OF* a 

' OF. ~ a'~ 


b 
b'~ 


OA 

OB" 



On conclut de ce théorème que les points O, M , M, sont sor une 
même ligne droite. Les foyers. F', F', jouissant de la même pro- 
priété, les points M , M\ M., M', sont sur un môme diamètre. 
Les deux triangles semblables MOF , M.OF, donnent 

OM. "" F.M. "^ OB' ^^ M/M;~ÔB* 

Les deux diamètres OM, OM,, qui sont également inclinés snr 
Taxe transverse , sont dits homologues , et les points M , M,, puis 
M', M', ont la môme dénomination. 

216. — On vient de prouver que les diamètres allant aux extré- 
mités des ordonnées qui passent aux foyers sont proportionnels aax 
axes; on va maintenant démontrer que cette propriété est com- 
mune à tous les diamètres homologues. 
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Soient NIÎ', N,N; deux diamètres homologues ; lirons les ordon- Fîg. 146. 
nées NP , N.P, des points N,N. , on a : 

W aV X AT (QP + OA) (OP — OA) QP'-QÂ' 

ôc'"" ôÂ' "" ôA "" or ' • 

On tirerait de même de Fantre hyperbole : 

Divisons les deux dernières égalités membre à membre , il vient : 

^P ^ OT X qb' (ôp' ^ ÔA ) 
n;p;'""ôd'x ÔÂ^CÔpT— ÔB*)' 

» 
égalité qui se réduit à 

OP"— ÔA . OC OA 

par hypothèse, fies triangles semblables NOP , N,OP, , on tire 

OP NP 

ÔP ~ WW ' ^^ conséqtience on a : 

« 
NP* ÔP*— ÔÂ* Ôp' 



N.P. OP. — OB OP. 

Réduisant tous les termes au même dénominateur , et le suppri- 
mant , il vient : 

ôp' X ôpT- ôâ' X ôpr= ÔP' X ôpT— w' >« ôb', 

i' ÔP'ÔÂ* ôw'- 

ô^~ôb'~ôn.' 

.. . NN' _ OA _ oc _ NP _ OP 

'"*' • N.N.' — OB — OD ~ N.P, — OP." 
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Donc deux diamètres homologues sont dans le rapport des axes, 
ainsi que les coordonnées de deux points homologues. 
Les hyperboles rapportées à leurs axes ont pour équations : 

y = -; i^' - «'), y=- i^' - a"). 
Cl a 

Les diamètres ON , ON, ont des carrés qui ont pour yalenrs 

ON==j^'*+x'^=:a:'*+^,x'--Z^*=x'/l+~ ) ^ b' , 

ôn:-^"{i+5)-^'^-- 

b b' 
Posant - = — =K, on a : 
a a 

ON x' 
Les triangles semblables NOP , N,OP, donnant j^ = —7,, Téga- 

lilé précédenle devient : 

x'' _ x''{i + K') — b' 

Simplifiant , on a -. 

6'V* = Z»V% d*où J = -^. 
b X 

^ . ON OA * 

Ce qui prouve que j^ = ^. 

Donc deux diamètres homologues quelconques sont entre eux 

comme les axes homologues. 

Deux sécantes homologues sont entre elles comme les axes. 

Soient les deux sécantes homologues N'G', N/H' terminées aux 

N'G' OC 
points N', N', et G', H'. Il faut prouver que -=^j-: = -^^^. En effet, 

JN, ri Uu 

tirons les diamètres ON/, Off ; d'après l'article qui précède , 
OC __ 0N[ _ OG' 
OD ~" ON/ ~" OH' ' 
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donc les lignes N'G', N/H' sont parallèles. Alors de la similitude 

N'G' OG' OC 
des triangles N'OG', N/OH' on déduit ^j^, = ÔÏT = OD' ^^ 

même pour les deux sécantes homologues M'G', M/H\ on a 
WTG _0C 
M"H' ~ OD* 

Donc deux hyperboles qui ont letirs axes proportionnels ont 
toutes les sécantes homologues qu'on peut y tracer dans le rapport 
de ces axes. Si les deux courbes ont même centre et! leurs axes 
homologues sur les mêmes droites , elles sont semblablement dis- 
posées, et leur centre est dit centre de similitude ; dans cette posi- 
tioD , les sécantes homologties sont parallèles. Deux hyperboles 
jouissant de la propriété d'avoir leurs axes ♦homologues propor- 
tionnels sont dites semblables. « 

XVI* Théorème. 

217.— Deux hyperboles dont les centres sont au môme point, 
dont les axes sont proportionnels et dirigés suivant les mêmes li- 
gnes ^ ont mêmes asymptotes. 

Soient AA', BB' les «xes de la première courbe , CC, DD' (jeux 

RTl' TïTi' 

de la seconde, on a par hypothèse -r-r-, = 7777. Les asymptotes delà 
♦ AA ce , 

première hyperbole s'obtiennent en construisant les triangles rec- 
tangles OAK , OAK', dans lesquels AK = AR' = OB ; et en leurs 
hypoténuses OK, OK' on a les lignes cherchées. Celles de la se- 
conde s'obtiennent en construisant semblablement les triangles rec- Fig. 14?^ 
tangles OCH , OCH', dans lesquels CH = CH' = OD , les hypoté- 
nuses OH , OH' sont les asymptotes. Mais , en vertu de l'hypothèse, 

CH AK 

QQ = j^ , il s'ensuit que les triangles OAK, OCHjont semblables, 

donc les angles KOA , HOC sont égaux , et par suite les asymptotes 
OK, OH coïncident, de même que les deux autres, OR', OH. 
Donc deux hyperboles semblables ont mêmes asymptotes. 

Réciproquement , admettons que les deux hyperboles disposées 
comme la figure l'indique, aient mêmes asymptotes OH, OH', alors 
les triangles OAK , OCH sont semblables , et en conséquence 

AK _ OA _ OB 
CP "" OC "" OD' 
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Donc deux hyperboles ayant mêmes asymptotes sont semblables. 
Des sommets A', G menons les parallèles C'P, A'Q à Tune des 
asymptotes OH. Ces lignes doivent passer aux points D, B extré- 
mités des seconds axes des hyperboles ; car si on joint directement 
D à B £t B à A', les triangles formés DC'O, HOC sont égaux, puisque 
OC =0C', 0D= CH. Donc les lignes CD, OH sont parallèles, de 
même AB est parallèle à OK. Du triangle rectangle C'OD on lire 

CÏÏ=ÔD +0C'\ or CT) = 2CT, donc 4GT' = 0D'+ÔC , d'où 

— .^ODj-Ôc; 
4 

Ainsi C'P est la puissance de l'hyperbole dont C, C sont les som- 

* .a 

mets. On a di^ même A'Q pour la puissance de la seconde courbe; 
des triangles semblables OQA, OPC on déduit : 

cp"~og'' 

Donc les puissances de deux hyperboles semblables sont entre 
elles^omme les carrés des axe^omologues. . 
La démonstration de ce théorème par le calcul est la suivante : 

• 1 

i {a* 4- b^) 



a a 


fu\j 5 

a 




a- "" 


!'"■ 


' + &'•) 


"a"' 


expression qui 


devient , 


en mettant pour 


(«' + 


b') et (a 


'+n 


leurs valeurs, 




AQ 
C'P' 


OA 

OC- 









218.— Si deux hyperboles semblables sont rapportées à leurs 
asymptotes , les ordonnées qui correspondent à la même abscisse 
sont entre elles comme les puissances des courbes. 

Soient G, G' deux points correspondants à la même abscisse OL, 

il faut prouver que 

GL _ CP 

G'l"~Â^' 
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En effet , en vertu d'un théorème démontré , 

G'LxGT^A'Qx A'Q, or A'Q = A'Q', donc GL^^^'Q. 

GT 
On a de mémo pour la seconde 



^, G'P _ GL C'P' 

GL = . Donc 



GT ^'^ A'Q" 

Donc les ordonnées correspondant à la même abscisse sont entre 
elles comme les puissances des hyperboles. 

Démontrons ce théorème par le calcul. Les équations des courbes 
rapportées à leurs asymptotes sont : 

^y = —i — 1 ^y =— y— • 

Faisant jc'=a;", on a: 

Donc deux hyperboles semblables rapportées à leurs asymptotes 
ontles ordonnées correspondant à la même abscisse dans le rapport 
de leur puissance. 

XVIP Théorème. 

219.— Deux hyperboles semblables ont les tangentes homologues 
parallèles. 

Soient A A', BB' les axes de la première, et CC', DD' ceux de la ^^8- *^''- 
seconde; Désignons par NT. , MT' deux tangentes aux points homo- 
logues M et N, il faut montrer que ces deux lignes sont parallèles. 
A cet effet, tirons les ordonnées NP, MQ des points de contact, 
ï^'après un théorème démontré, on a : 

ÔA~OPxOT, et ÔC = OQxOT', 

Cû conséquence 
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ot,xop _(>a' 

OT'xOQ^ÔC" 

Les points M, N étant homologues > qq = tïtîî alors régaliléprc- 
cédentese réduit à ^r=j' = —, ce qui prouve que les triangles 

NOT,MOT'sonl semblables, puisque g^; = — = —, et que 

par suite les tangentes sont parallèles. 

Maintenant prenons les équations des tangentes en M et N , elles 
sont : 

Pour que ces lignes soient parallèles , il faut que les coefficients de 
X soient égaux , c'est-à-dire que 











b"x" 


b'x' 


mais 


l'hypothèse 


est 


que 







y-yn et ^,-^, 

les points M, N étant homologues et les courbes semblables. Donc 
la condition du parallélisme est remplie. On voit que si seulement 

-=-7 les tangentes ne sont pas parallèles, il faut en outre -^= 

— , c'est-à-dire qu'il faut que les points de contact soient homo- 
logues. Donc dans deuK hyperboles semblables il n'y a qu'aux 
points homologues que les tangentes soient parallèles. 

Du théorème qu'on vient de démontrer, il résulte que les nor- 
males aux points homologues sont parallèles dans deux hyperboles 
semblables. 

Hyperboles conjuguées, 

220.— On appelle hyperboles conjuguées deux hyperboles ayant 
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même centre , dont Tune a pour premier axe Taxe non transvcrse 
de l'antre, et poar second axe l'axe trans verse de la seconde. 

XVIIP Théorème. 

221.— Denx hyperboles conjuguées ont mêmes asymptotes. 

Soient (MAP, M' AT) une hyperbole dont AA', BB' sont les 
axes , et (QBR, Q'B'R') une seconde hyperbole dontBB', AA'sont 
les axes. 11 faut prouver que ces deux hyperboles ont mêmes 
asymptotes. 

Pour construire celles de la première , formons les triangles rec- 
tangles OAD, OAD', tels queAD = AD' = OB, les hypoténuses 
sont les asymptotes demandées. Construisant de même les triangles 
reclangles en B, de telle sorte qu'ils aient OB pour côté commun , 
et les deux autres côtés de Tangle droit égaux à OA , les hypoté- 
nuses de ces triangles sont les asymptotes de Vhyperbole (QBR, 
Q'B'R'). 

Les triangles qu'on vient de construire pour chaque courbe for- 
ment évidemment Tune des deux parties du rectangle construit sur 
les axes OA, OB, formées par ses diagonales. Donc les asymptotes 
des deux hyperboles sont les mêmes , et se confondent avec les 
diagonales du rectangle construit sur les axes. 

222. — De ce que deux hyperboles conjuguées ont mêmes asymp- 
totes , il s'ensuit qu'.cUes ont même puissance. Car joignons A' à B, 

la ligne A'B est parallèle à 0D\ donc A'K' est la puissance de la pre- 

Dttière, etBK'' celle de la seconde , or BK' = A'K' , vu que dans le 
parallélogramme AB'A'B la ligne OD est parallèle à AB'. Donc deux 
liyperboles conjuguées ont même puissance. 

Lorsqu'un parallélogramme est inscrit à une hyperbole , le dia- 
mètre qui joint les milieux des côtés non tangents à la courbe a ses 
extrémités situées sur l'hyperbole conjuguée. 

En effet , soit abcd le parallélogramme inscrit à l'hyperbole 
(MAP, M'A'P'). Les tôtés non tangents à la courbe sont ad^ bc, joi- 
gnons leurs milieux /?, q^ on va prouver que ces points appartien- 
nent à rhyperbole conjuguée (QBR, Q'B'R'). Tirons les lignes mp^ 
mq^ np, nq^ on forme ainsi un parallélogramme mnpq^ vu que les 
côtés de ce quadrilatère sont parallèles aux diagonales du parallélo- 
gramme abcd, les points m,/?, q^ n étant les milieux des côtés du 
quadrilatère abcd. De là il suit que les lignes m«, pq sont les dia- 



Fig. 148. 
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Fig. 148. S^^^I^ d^ parallélogramme mnpq. L'asymptote OD coape mq en 
son milieu I, car OD est parallèle au côlé mp du parallélogramme 
mnpq et passe par son centre. Donc ml = ^I, de môme wS'=^S. 
Mais le point m étant sur la première hyperbole, 

mlxm&'= 4 , donc 5^1x^8= ^ ; or ^ — 

4 4 4 

est la puissance de la seconde hyperbole , donc le point q est sur 
cette courbe ; il en est de même du point/?. Donc les extrémités da 
diamètre pq sont sur Thyperbole conjuguée. 

Les points /?, q étant les milieux des côtés bc^ ad dont les extré- 
mités sont sur les diagonales , il s'ensuit que les lignes 6c, ad soDt 
tangentes à l'hyperbole conjuguée. 

Donc si un parallélogramme est inscrit à une hyperbole , il est 
inscrit à sa conjuguée. 

Maintenant lorsque deux hyperboles conjuguées sont données, 
si on trace un diamètre ne coupant pas la première sa longueur est 
fixée par les points où il rencontre la seconde. 



XIX* Théorème. 

223. — Si d'un point pris hors d'une hyperbole on tire une tan- 
gente terminée à son point de contact et une sécante passant parle 
centre coupant l'hyperbole conjuguée en deux points, le carré de 
la tangente sera à la somme des carrés du demi-diamètre qui 
coïncide avec la sécante , et de la distance du point donné au centre, 
comme le carré du demi- diamètre conjugué de celui qui passe au 
point de contact est au carré de celui qui coïncide avec la sécante. 
Fig. 140 iw. Soient (PCF, QC'Q'), une hyperbole et (MDM', NDW) sa 
conjuguée. Soit un point M et une tangente MC à la première 
hyperbole; du point M menons un diamètre MO coupant l'hyper- 
bole conjuguée en deux points D, D', il faut prouver que 

cm' ÔÊ' 



OM +0D OD 

££' étant le diamètre conjugué du diamètre OC allant au poiot de 
contact C. Pour cela du point D , menons Tordonnéc DG au dJa- 
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diamètre OCj puisque OG coupe la première hyperbole, il ne 
rencontre pas sa conjuguée. Des triangles semblables DOG , MOC 
on tire : 

cm' om' „ , ---. ôm" — > 

=r,= =;7, d'où J}Q c=: ~-^ UG ^ 
DG OD OD 

Considérons le diamètre OG comme appartenant à Thyperbolc 
conjuguée , on a , d'après un théorème démontré : 

dg' _ÔE 

-17 



OC+OG QC 



d'où on tire 



oc 

mais d'un autre côté on a : 

OCOM ÔC' + ÔG Ôd'+Ôm' 

ÔG-ÔD' •'^"^ ÔC' ~ Ôm' 

alors DG devient =^ (OD +0M )• 
OM 



Substituant à DG sa valeur dans celle de CM , il vient .• 

OD OM OD+OM OD 

c'est ce qu'il fallait prouver. 

Donc , si d'un point hors d'une hyperbole , on mène une tan- 
gente terminée à son point de contact , et un diamètre ne coupant 
pas Thyperbôle donnée, et qui par conséquent coupe sa conjuguée, 
le carré de la tangente est à la somme d(S carrés du demi -diamètre 
qui coïncide avec la sécante, et de la distance du point donné au 
centre, comme le carre du diamètre conjugué de celui qui passe 
au point de contact est au carré du diamètre coïncidant avec la 

sécante. 

19 
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Parabole, 
l*^ Théorème. 

224.— Dans une parabole , lorsqu'une ligne droite oblique sdf 
Taxe coupe la courbe en un point, elle la coupe en un second 
point. 
Fig. 140. Soit Ax Taxe d'une parabole EAE', puis une ligne droite PQ, 
coupant la courbe eu D, on va montrer qu'elle la coupe en un se- 
cond point. En eiïet , tirons la tangente HH' parallèle à la sécante 
PQ , si on mène une seconde tangente au delà du point H , cette 
ligne rencontrera PQ puisqu'elle coupe la tangente HH'; mais cette 
tangente a tous ses points hors la courbe , donc pour quePQ coupe 
cette ligne entre la courbe et la tangente HH', il faut de toute néces- 
sité qu'elle rencontre la courbe en un second point D'. Donc tonte 
droite oblique à Taxe qui coupe la courbe en un point , la coupe 
toujours en un second point. 

IP Théorème. 

225.— Dans une parabole, toutes les fois qu'une ligne droite 
coupe la courbe eu deux points , l'aire du triangle formé par la 
sécante, l'axe et l'ordonnée d'un des points d'intersection est égal 
an rectangle compris sous l'ordonnée du point d'intersection con- 
sidéré, et l'abscisse du point de contact de la tangente parallèle à 
la sécante. 
Fig 149. Soit PD' une sécante dont D , D' sont les points d'intersection, 
et HH' la tangente parallèle, il faut prouver que le triangle PUP 
est équivalent au rectangle RAUl' compris sous l'abscisse du point 
D et l'ordonnée ur = NH du point de contact, et que le triangle 
PMD' est équivalent au rectangle AMIR. Pour cela considérons 
les triangles PUD et TNH, ils sont semblables, en conséquence on 
en tire: 

t ri.TNH NH' 
tri. PUD ~ UD' ' 

mais les carrés des ordonnées sont comme les abscisses correspon- 
dantes, donc 
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tri.TNH ^NHV AN 
tri.PUD Ûd' ""au' 

AN 
multipliant les deux termes de ^ par NH, Fégalitc devient : 

tri.TNH _ ANxNH 
tri.PUD"" AUX NH' 

on trouverait de même : 

tri.PMD _ AMxNH 
tri.TNH ~ANxNH' 

mais le triangle TNH a pour expression - TN X NH = ÀNx NH ; 
alors les deux égalités auxquelles on est parvenu donnent : 
tri. PMD' = AM X NH , tri. PUD = AU x NH. 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

On va, comme exercice, démontrer ce théorème par le calcul. 

L'équation de la parabole rapportée à son axe est y" = ^px , 
celle de la droite DD' est ^ = ax -f p ; on va chercher les points 
d'intersection {x\y) , (x", y'') de la droite avec la courbe. Pour 
cela il faut éliminer successivement x ^\.y entre les équations 

(1) y'' = ^px, j^=aj: + p. (2) 

De rélimination de y il résulte l'équation 

a:V + 2x(ap— /,) + p* = 0, 
d'où l'on tire : 

ainsi ^r ^ezi^P+V^ES , ^^^ V-^'^-Vf-^P^^ 
Pour avoir y mettons pour x sa valeur dans l'équation (2), il vient : 
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•>- = "■ 7 ^^' 

simplifiant, l'équation se change en 



ainsi 






Les coordonnées des points D, D' sont donc trouvées ; cherchons 
l'ordonnée du point de contact de la tangente paraUele a la 
sécante DD'. L'équation d'une tangente en un point sur la courbe 

(a:.,ri)est 

pour qu'elle soit parallèle à DD', il faut qu'on ait : 



a=^, d'où j<.=^ = NH. 



Maintenant posons pour abréger k= l/p'—2p4' 
D'après ce qui vient d'être dit, on a : 

rect. IMAR = - X ■ z = 5 > 

a a'* a' 

et 

rect.AUI'R=e X^=êlzi =£=:£^l-£.* , 

cherchons les aires des triangles PMD', PUD. 
On a : 

tri.PMD'=(AP+AM)^, 

tout est connu excepté AP, mais cette quantité s'obtient en faisant 

3 B 

dans l'équation (2) , j' = , et on a a: = — - , alors AP = - . Par 

oc CI 

conséquent 
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^.PM».=(e+£=|±-*)(^), 

effectuant les calculs indiqués , il vient -. 

tri. PMD' = ''P(/'+^^+/'(/'+*^-'P<^ + *) + *^^+*) = 

2a3 2a3 

mettant à la place de k* sa valeor, Texpression (/?+ ^)* devient : 
/?" + p' — 2/7ap + 2pA: = 2p*— 2;iap+ 2/?^:. 



Alors 



2a* a3 



t)n voit que c'est exactement la surface du rectangle MARI. Donc 
tri. PMD' = rect. MARI. Pour avoir l'expression de la surface du 
triangle FUD , il faudrait agir comme on vient de faire, mais en 
remarquant que x\ y ne différent de x", y" que par le signe de k j 
alors il suiBt dans le résultat obtenu de changer ^ en — ^, il vient : 



tri.PUD 



_p''—pa^—pk 



tt" 



3 ' 



on Voit que c'est encore la surface du rectangle AUI'R. Ainsi le 
théorème se trouve démontré. 

Donc si on mène une sécante coupant la parabole en deux points, 
les triangles formés par Taxe de^ la courbe, la sécante et les or- 
données des points d'intersection, sont équivalents aux rectangles 
compris sous les abscisses des points d'intersection et l'ordonnée 
da point de contact de la tangeùte parallèle à la sécante. 

III« Théorème. 

226.-— Dans une parabole le paramètre relatif à Taxe est qua- 
druple de la distance du sommet à la directrice et au foyer. 

On appelle paramètre la double ordonnéeau foyer. Soient Ajt Taxo Fig. 
de la parabole, F son foyer et FM son demi-paramètre, puis DG 



150^ 
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la directrice. D'après la propriété de la parabole , MF est égale à la 

ligne MG qui est paralièleà Àx ; or MG = 2AD = 2AF, donc 2FM 

= 4AD==: 4AF, donc le paramètre est quadruple de la distance du 

sommet au foyer ou à la directrice ; l'équation de la courbe y=^px 

1 — * 1 

donne >^=FM pour x=^p^ donc FM =2tp x^p =p^ , FM =/), 
« Jâ 

ou MM' = 2p = 4AF = 4AD. 

IT Théorème. 

227. — Dans une parabole l'ordonnée à Taxe est moyenne pro- 
portionnelle entre l'abscisse correspondante et le paramètre. 
Fig. 15a. Ce théorème se déduit de l'équation de la courbe j^' = 2px^ ce- 
pendant démontrons-le géométriquement $ il faut prouyer que 

NR = AR X MM'. Tirons le rayon vecteur NF ; du triangle rec 

tangle NFR on déduit NK*=NF—Fk\ mais DG étant la di- 
rectrice, on a NF=NP=AD-f AR. en outre FR=AR-AF= 

AR— AD. Alors substituant à NF*, FR* leurs valeurs , Tégalile 

devient m = (AD +ARr —(AD - AR)' =4AR X AD, or 

4 AD = MM', donc Nr' = AR x MM'. 

Donc, dans une parabole 9 l'ordonnée à l'axe est moyenne pro- 
portionnelle entre le paramètre et l'abscisse correspondante. 

Il suit du théorème précédent que les carrés des ordonnées sont 
proportionnels aux abscisses correspondantes , en outre qu'on a 
un procédé simple pour construire la parabole par points, pro- 
cédé qu'on a déjà exposé au n*" 13. 

V Théorème. 

228. — Dans une parabole si on mène une tangentp et une sécante 
parallèles entre elles, puis le diamètre au point de contact et les 
ordonnées des points d'intersection de la sécante, le parallélograrnnie 
formé par la tangente , la sécante, le diamètre et l'axe, est équiva 
lent à chaque triangle formé par la sécante , une ordonnée et le 
diamètre prolongés s'il le faut. 
F \U9 b' Soit VAV une parabole dont Aj: estl'axe , soient TH etMI la 
tangente et la sécante parallèles ; menons l'ordonnée HG du point 
de contact et les ordonnées IK , l'K' des points d'intersection de h 
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sécante ; cela fait, il faut démontrer que le parallélogramme TMOH 
est équivalent à chaque triangle lOE, l'OÊ'. En effet, on> , d'après 
un théorème démontré • 

tri. HDT=rect. ADHS, tri. MKI = rect. AKES; 
retranchant ces deux égalités membre à membre , il vient : 
tri. HDT — tri. MKI = rect. ADHS - rect. AKES ; 

retranchant des deux membres de cette dernière le trapèze ADHR, 
ona : tri. HDT— tri. MKI— trap. ADHRmrect. ADHS— rect. AKES 
— trap. ADHR. A Tinspection de la figure on voit que le premier 
se réduit à trap. TMLR, le second membre se réduit au tri. EHR, 
ainsi on a trap. TMIR = trap* EHR ; ajoutant maintenant aux 
deux membres de cette dernière égalité le trapèze RIOH, il vient 
trap. TMIR + trap. RI0H=: trap. EHR + trap. RIOH. Le premier 
membre se réduit au parallélogramme TMOH , le second au 
triangle EIO,donc parai. TMOH = tri ElO. 

Il ne reste plus qu'à démonirer que parai. TMOH = tri. lOE. 

Pour cela on remarque que tri. DHT = tri. MGO , car ces deux 
triangles ont même hauteur et même base et les côtés parallèles, alors 
tri. MGO=rect. ADHS ; ona aussi tri. MK'I = rect. AK'E'S; retran- 
chantées égalités membreà membre il vient— tri. MGO + tri. MK'I' 
= -rect. ADHS+rcct.AK'E'S'outrap. GKTO = rect. HDK'E'; 
retranchant des deux membres le rect. OGK'F, on a trap. GKTO — 
rect OGK'E' =rect. HDK'E — rect. OGR'E', ce qui se réduit, d'après 
l'inspection de la Ogure à tri. IOE'= rect. HDGO. Or le rectangle 
HDGOest équivalent au parallélogramme TMOH , comme ayant 
môme base OH et même hauteur DH. 

Donc parai. TMOH =iri. lOE', ce qu'il fallait prouver. 

229. — Donc si on mène dans une parabole, une tangente et une 
sécante parallèles, puis le diamètre au point de contact, le paral- 
lélogramme formé par la sécante , la tangente , le diamètre et Taxe 
est équivalent à chaque triangle formé par le diamètre , la sécante 
et une des ordonnées des deux points d'intersection de la sécante 
avec la parabole. 

Du théorème qu'on vient de démontrer, il résulte que les trian- 
gles rOE', EOI sont équivalents, donc 
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loExIE= ÎOE'xI'E', 

« À 

mais ils sont semblables , donc 

^ OE X lE; 1 OF X l'E' ::Ôë' : 5Ë', 

et alors, en vertu de la première égalité, OE = OE', 10 = 01' et 
Fr=EI. Donc le diamètre à la parabole divise toutes les cordes 
parallèles à la tangente au point où il coupe la courbe en deux 
parties égales. 

De là il suit que pour obtenir Taxe d'une parabole , on joint les 
milieux de deux cordes parallèles , on a ainsi la direction de l'aie, 
puis sur ce diamètre on mène une corde perpendiculaire, on déter- 
mine son milieu par lequel on tire une parallèle au diamètre , on a 
ainsi Taxe de la courbe, et son sommet est par là même déterminé. 

VP Théobéme. 

230.— Les ordonnées à un diamètre quelconque dans la parabole 
ont des carrés qui sont proportionnels aux abscisses correspondantes. 
Fig. 151 Soit HX un diamètre quelconque, menons à ce diamètre les 
ordonnées 10 , FO', et tirons les ordonnées de ces mêmes points 
IK , TK' relativement à l'axe ; enûn au point U menons la tangente 
HT. Les triangles lOE, TCO' sont semblables, donc 

triioE _ ra 

tri. lOE ~" ÎÔ' ' 

mais on a démontré que ces triangles sont équivalents aux parallé- 
logrammes TM'O'H', TMOH; on a en conséquence : 

parai. TM OH _ W 
parai. TMOH ÏÔ' 

mais parai. TM'O'H = HO'xKE , parai. TMOH = HOxM. 
donc le rapport de ces deux surfaces se réduit à 
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HO' . . FÔ'' HO' 

, ainsi z=r = 

HO 10 



HO ' 



or HO', HO sont les abscisses des points r,I. Donc dans la parabole 
les ordonnées à un diamètre quelconque sont des carrés propor- 
tionnels aux abscisses correspondantes. 

Le calcul donne la même conclusion , car on a tu qu'une para- 
bole rapportée à une tangente et au diamètre passant au point de 
contact , a pour équation y* = ^px , donc 



t" ^' , , .. l'O' HO 

^^==_ cest-a-direque— = jj5 



VII' Théorème. 

231. — Dans une parabole, le paramètre relatif à un diamètre 
quelconque est égal à quatre fois la paramètre relatif à Taxe, plus 
quatre fois Fabscisse du point qui estTorigine du diamètre. 

Soit Ax l'axe d'une parabole MAN, dont MR est un diamètre , ^^' ^5^- 
on va montrer que le paramètre de la courbe relatif à MR , est 
égal au paramètre relatif à l'axe, plus quatre fois AD, Fabscissc 
de l'origine M du diamètre, ainsi que F= P+^^AD. EneCfet, 
ntenohsla tangente MT à la parabole, puis tirons AE parallèle à 
MT, on a ME = AT = AD, car l'abscisse du point de contact M est 

la moitié de la sous- tangente, en conséquence on a AE = P' x ME 
=P' X AT, F désignant le paramètre relatif au diamètre MR etP 

celui relatif à Taxe. On a encore AP = MD'^+TD , mettant pour 

MD ' sa valeur P x AD, il vient Âe" =^ TD + P X AD ; mais 

TD = 2AD ; alors TO = 4^, ce quidonneÂl' = AD (P+4AD). 

On a trouvé plus haut P'AD = ÂÊ* ; donc P' = P + 4AD ; c'est 
ce qu'il fallait prouver. Prolongeons la ligne MR jusqu'à la direc- 
trice en Q; prenons MV = MQ sur la droite MR, et tirons l'or- 
donnée VH relative au diamètre MR , on a VH' = P' X MV ; mais 
P' = 4MV, car, en vertu du théorème ci -dessus démontré, 
P' ==P + 4AD, P == 4AF ; donc 

P=:4(AD+AF) = 4(AD-|-OA)=40D, 



Digitized by LjOOQ IC 



â98 tAAiTÉ DBS L16MBS 

et comme , par hypothèse : 

OD=MQ==MF = MV, 

P' 
donc F=4MV = 4MF, d'où MV = -t-, 

4 

a P» P' 

alors VH=— , d'où VH = --. 

4 2 

Maintenant de ce que MQ = MV, il s'ensuit que MV = FT, et 
alors on a MV- ME==EV = AF=:MQ- AT = MQ — AD = 
AO, d'où il suit que AO = AF , et que par conséquent Vordonnée 
VH passe au foyer delà parabole. Donc si sur un diamètre quelcon- 
que, à partir de son extrémité , on prend dans le sens de Taxe une 
longfueur égale à la distance de cette extrémité à la directrice ou au 
foyer, et que par le point ainsi déterminé on mène une ordonnée 
au diamètre considéré, cette ordonnée passe au foyer et est égale 
à la moitié du paramètre relatif à ce diamètre. 

232. — On va démontrer le même théorème par l'analyse. 

L'équation de la parabole rapportée à son sommet est j^* = 2/7x; 
désignons par aeib les coordonnées du point M , choisi pour nou- 
velle origine ; les nouveaux axes seront la tangente MT et le dia- 
mètre MR. Les formules générales de transformation de coordon- 
nées sont dans le cas qui nous occupe x=:a-{-x' cosa -f-/'c^*' 
yzz^b-^-x'sina 4-y sin a . Le diamètre MR pris pour nouvel axe 
des X étant parallèle à Taxe Aj?, a = , sina = 0, cosa= 1. Le 
nouvel axe des ^ étatit tangent au point (a , i) , on a 

, P . / tanga , 1 

tang a =Y » ^^n « = — y cosa = — -^ i 

^ V^l+tang«a' V/l+tangV 



remplaçant tang a! par sa valeur^ , sin a, cos a deviennent '• 



sin a = ^ , cos a' = • 



en conséquence les formules se changent en 
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substituant ces valeurs dans l'équation^' = 2px, on a : 

simplifiant et observant que le point M étant sur la parabole 

2 r»' 4- b*) 

b* = 2pa j il Vient j^'* =— ^î- x' ; mettant pour b* sa valeur 

P 

^px , Téquation se change en y'* = 4 (a + -/?) j/ ; ainsi Téquation 

de la parabole rapportée à une tangente et au diamètre aboutis- 
sant au point de contact est de la forme y = 2p'a:. On voit que le 
paramètre relatif à un diamètre quelconque est égal au paramètre 
relatif à l'axe plus quatre fois l'abscisse de l'origine de ce diamètre ; 

en outre û + -/? = OA + ÀD= MQ = MF. Donc dans une pa- 

rabole le paramètre relatif à un diamètre quelconque est égal au pa- 
ramètre relatif à Taxe plus quatre fois l'abscisse de l'origine de ce 
diamètre , ou bien encore ce paramètre est égal à quatre fois la dis- 
tance de l'origine dû diamètre au foyer de la courbe. 

Vlir Théorème. 

233.— Une parabole pent être construite lorsqu'on donne une 
tangente, le diamètre passant par son point de contact, et le para- 
mètre relatif à ce diamètre. 

Soient MN, MP la tangente et le diamètre donnés. Désignons 
par 2p' le paramètre qui est donné. Il s'agit de construire la 
parabole avec ces seules quantités. 

Au point M menons MW perpendiculaire sur MP, et décrivons 
une parabole ayant 2p' pour paramètre, MP pour axe et TVI pour 
sommet. Gela fait, aux points a , p, 7, ^.... pris sur MP menons 
les ordonnées de la parabole décrite, soient aa, p6 , yc , .... Main- 
tenant par a,p, 7, (î... tirons des parallèles à MN , puis sur ces rig. 153. 
lignes rabattons les points a^b^c^ ^.... en a', b\ c', d\.,. Les 
points ainsi déterminés appartiennent à la parabole demandée , en 
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sorte qu'en les joignant par un trait continu , la question est réso- 
lue. En effet, les points a, h, c^ d,... appartenant à la première 
parabole dont 2p' est le paramètre relatif à Taxe, on a j-"=2/?V, 
y''=2p'x\ y"*=:2px"\.,. ; alors les points a', h\ d, ^'....,par 
rapport aux axes de coordonnées MP, MN, jouiront de la même 
relation, puisque les coordonnées du point a sont égales à celles 
du point à!^ et ainsi de suite. Donc d^ h\ c\ d.,,. sont sur une 
parabole dont MP est un diamètre , MN une tangente à l'extrémité, 
et 2/?' le paramètre relatif au diamètre MP. 

La courbe étant tracée par cette méthode , on détermine son aie 
et son sommet facilement , et alors tout dans cette courbe est fixé. 
Donc une parabole est déterminée et peut être construite, quand 
on donne une tangente , le diamètre au point de contact , et le pa- 
ramètre qui y est relatif. 

IX* Théorème. 

234. — Si dans une parabole on mène une sécante coupant la 
courbe en deux points, et qu'on tire les ordonnées des points d'in- 
tersection relatives à un diamètre quelconque , la partie de ce 
diamètre comprise entre la courbe et la sécante est moyenne pro- 
portionnelle entre les abscisses des points d'intersection comptées 
sur le diamètre dont il s'agit. 
Fig. 15Û. En effet, soient AMN une parabole , RN une sécante dont MP, 
NQ sont les ordonnées des points d'intersection relativement au 

diamètre RQ ; il faut prouver que AR = AP x AQ. Les carrés 
des ordonnées étant proportionnels aux abscisses correspondantes, 
on a : 

MP _ AP 

A cause des triangles semblables RMP, RNQ , on a : 
MP' RP' 

nq' "" rq'' 
or , RP = AR -f AP, RQ = AR -}- AQ ; en conséquence 
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MP ^ ( AR + AP) ^ AP 

W""(ar+aq)'"~aq* 

D'où on tire: 

AQ (AR + AP)' = AP (AR + AQ)\ 

Simplifiant et divisant les deux membres de l'égalité par AQ— AP^ 
on a en définitive : 

Âr' = AP X AQ. 

C'est ce^u'il fallait prouver. 

Pour démontrer ce théorème par l'analyse, prenons pour axes 
de coordonnées le diamètre AP et la tangente à la courbe en A , 
alors l'équation de la parabole est 

(1) r'=2/-^, (2) ^ = ax+p; 

et celle de la sécante , ^ = ax + j3. 

Pour obtenir les abscisses AP, AQ, éliminons j^ entre les équa- 
tions (1), (2), il vient: 

aV+2a:(pa-.;?)-f p' = ou x' + 2x^^^^ + ^ = 0. 

a 01 

Dans une équation du second degré, le terme indépendant de Tin- 
connue est le produit des racines prises en signe contraire. Donc 

APx AQ = ^. Maintenant, pour obtenir AR, faisons dans Fé- 

quation (2) j^ = 0, il vient : 

j: = AR = — ^. Donc AR*=^ = APxAQ. 

a a 

Donc si on mène une sécante dans la parabole , et les ordonnées 
des points d'intersection relatives à un diamètre quelconque, la 
partie de ce dernier comprise entre la courbe et la sécante est 
moyenne proportionnelle entre les abscisses des points d'intersec- 
tion comptées sur le diamètre considéré. 

Supposons que la sécante tourne autour d'un de ses points d'in- 
tersection jusqu'à venir tangente en M. Alors le théorème ci-des- 
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SUS donne AR' = AP ou AR' = AP. Ponc la tangente relatWe à 
un diamètre quelconque est double de Fabscisse du point de contact 
relative à ce diamètre. 

Par le point N , menons les sécantes NR , ND , NB , et détermi- 
nons les abscisses des points d'intersection » on aura : 

âr"î=apxaq, ÂI)'=ak'xaq, âb"=akxaq. 

Donc 

ar":AD':Âb'::AP:AK':AK. 

Donc , si par un même point pris sur uûe parabole on tire plnsicars 
sécantes, les carrés des parties d'un diamètre pris pour axe des x, 
comprises entre ces sécantes et la courbe , sont proportionnels aux 
abscisses des seconds points d'intersection. 

X® Théorème. 

S35. — Les carrés dé deux tangentes à une parabole ^^ comprises 
entre leurs points de contact, et les diamètres prolongés passant par 
ces points, sont proportionnels aux paramètres relatifs à ces dia- 
mètres. 
Fig 155. En effet, soient NT, MT 'deux tangentes en M et N à la parabole. 
Tirons les diamètres MR, NR', et désignons par P, P les para- 
mètres relatifs à MR et NR', il s'agit de prouver que MTrNT;: 
F : P. Menons les ordonnées ME , NF relatives aux diamètres NR 
et MR. La figure MT'NF est un parallélogramme puisque ses 
côtés opposés sont parallèles, de même TT'NM est un parallélo- 
gramme comme ayant deux de ses côtés égaux et parallèles, car 
MT =NT', et MT', NT' sont parallèles comme appartenant à deux 
diamètres. En conséquence 

MTr*=NF'=:PxMF, Nf'=ME'=P'xNE. 

MT' P'xMF 



Donc 



NT PxNE 



MaisNE=:MT=MF. Ainsi MT' :NT :: P : P; c'est ce qo'il 
fallait prouver. 
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La figure MNEF est un parallélogramme puisque NE=MT= 
MF et que NE, MF sont parallèles^ Donc sj^ à une parabole on 
mène deux tangentes terminées à leurs points de contact et aux 
diamètres passant par ces points, les carrés des tangentes ainsi 
limitées sont proportionnels aux paramètres relatifsà ces diamètres. 



XI® Théorâme. 

236.— Si d'un point pris snr un diamètre de la parabole on tire 
une sécante 9 le produit des distances du point donné aux points 
d'intersection de la sécante avçc la courbe est égal au prodi^it de la 
distance de ce point à l'origine du diamètre , et A^ paramètre re- 
latif au diamètre qui divise la corde située sur la sécante en deux 
parties égales. 

En effet, soit un diamètre AX, sur son prolongement prenons le ^*^ *^^' 
point O par lequel ou mène la sécante OMN, coupant la parabole 
en M et N. Soit GK le diamètre divisant la corde MN en deux parties 
égales, désignons par P le paramètre relatif à ce diamètre. Il faut 
prouver que OM x ON=OA x P. A cet effet tirons l'ordonnée AC 

relative à CK, il vient ÂC'=PXBC, puis MÎ'=PxBI. Donc 

Ac' BC „ — . — > BC— BI — 3 

■=5 = — , d'où on tire AC —MI = • X MI . 

MI BI BI 

Mais 

AC*^MÎ* OÏ— MÎ* — . * 

— :=r— = _ , 01 — MI -(Ol4-MI)(OI-Ml)-OMXON, 
. Ml MI 

ensuite BC — BI = ie=OA. En conséquence, substituant à 
AC —Ml' , et à BC — BI leurs valeurs , on a = 

ÂC'— MJ' ^ gC— BI _ QM X ON OA 
MI* BI "" MÏ" ~ 01 ' 

Enan si à MI* on substitue sa valeur P x BI, il vient ; 
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OMxON OMxON OA ^^ ^^ _ ^^ 

— =- — = = — ou OMxON=:PxOA; 

MI PxBI BI 

c'est ce qu'il fallait prouver. 

Si le point O était à Tintérieur de la parabole comme en 0',od 
trouverait comme ci-desus P x 0'A=aO' X ^O', 

Admettons que la sécante se meuve parallèlement à elle-même 
jusqu'à devenir tangente en B. En.appliquant le théorème qa'oD 

vient de démontrer, on a BT.= P x AT. Ce résultat se déduit de la 

figure même car BT= AC, AT=BC, et comme on sait que AC*= 

P X BC, on en conclut BT =P x AT -. égalité qui donne matière â 
l'énoncé d'an théorème sur la parabole. 

XII* Théorème. 

237.--Si d'un point quelconque on mène à la parabole deux sé- 
cantes la coupant en deux points , le produit des distances du point 
donné aux points d'intersection avec la parabole sur la première 
^ sécante est au produit des distances du même point aux points d'in- 
tersection sur la seconde, comme le paramètre du diamètre relatif 
à la corde située sur la première sécante est au paramètre relatif au 
diamètre divisant en deux parties égales la corde située sur la se^ 
conde sécante. 
Fig. 156. Soit une parabole QPMN, et un point O pris hors cette courbe, 
d'où partent les deux sécantes OMN, OPQ. Il faut prouver que 

OM X ON P 

-T=r KTT = TT/» P étant le paramètre relatif au diamètre divi- 

OP X OQ P ^ 

sant MN en deux parties égales , et P' celui relatif au diamètre C'R 

divisant PQ en deux parties égales. Pour cela menons le diamètre 

OX, on a , d'après un théorème démontré , OM x ON =^ P X OA. 

et OP X OQ = P' X OA . Donc 

OMxON PxOA _ P 
OPx OQ~"FxOA"~F* 

Si P = P', ce qui a lieu lorsque les diamètres CK, C'R' sont à égale 
distance Je Taxe, on a OM X ON = OP X OQ. 



Digitized by LjOOQ IC 



DU SECOND ORDRE. 305 

238. — Supposons que Tune des sécantes, en se mouvant paral- 
lèlement à elle-même , devienne la tangente TB, on a : 



TB P 



TPxTQ F 

Enfin , si la seconde sécante devient tangente en suivant le même 
mouvement que la première, on aura : 

T^B P _ OMxON 
jff^ F ■"■ OP X OQ' 

Maintenant considérons le cas où le point de concours est à l'in* 
térieur de la parabole. Soit O ce point, et désignons par aa\ bb' 
les deux sécantes. Si on tire le diamètre OK, et qu'on désigne 
par P, F les paramètres relatifs aux diamètres CD , Gh' divisant 
aa\ bb' en deux parties égales , on a ' 

OûXOa' = PxOK, 06x06' = FxOK. 

Oa X 0/z' P 



Donc 



o^^ X oy "~ F' 



Par les points 0, O', O" 0'", ... pris sur OK, menons les pa- 
rallèles Oa, O'a,, OX, 0"'^3,.. Ob, 0%, 0'\, 0"'b,... On a, 
d'après ce qui vient d'être dit précédemment, 

OaxOa' _ P 0^^,X0^^^, _ P O^XO^' a^ ^ P 
Ob^^W^'P" 0'b,xO'b\ ^ p'' 0'%xO''b\ p""* 

égalités qui donnent la suite de rapports égaux 

OaxOa' : ObxOb' :: 0'^,xO'< : &b,xO'b\ :: O^xOV. : 
0"b,xO"b', 

239. — Cette propriété des sécantes dans la parabole permet de 

la construire, quand on connaît trois points et la direction de 

l'axe. 

20 
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Flff. 158. En effet, soient Â, B, G les trois points donnés « puis ÇR la direi;- 
tion de Taxe. Joignons les points A et C, et par le milieu de la corde 
AG tirons le diamètre OK. Enfin par le troisième point B menons 
une parallèle à Taxe , soit I le point où AG est coupé. Désignons par 
P le paramètre relatif au diamètre OK, alors on a AI xIC= 

P X IB, d'où P= — Td"^ • P^^r construire la valeur de P, faisons 

{passer une circonférence par les trois points A, B, C et prcdongeons 
IB jusqu'à ce qu'elle la rencontre en E. Cette construction doone 

lE = ^^^^^ = P. Alors si on tire ME parallèle à AG , la ligne 
Bl 

OM qu'on obtient représente le paraqi^tre P. 

Pour ramener la question àun cas déjà examiné, il faut déterminer 

le point où le diamètre OK coupe la parabole. Désignons parDc« 

OA V OC 
IK)i^t, on a OA x OÇ = P X OD , d'où 0D= —^ — , mais 

OC* 
QA, = OC , alors 0D== -— . D'après cela , si sur OK on élève 

une perpendiculaire en O et qu'on prenne OH = OC, et puis 
ensuite sur OK la ligne OM =P, il n'y a plus qu'à f^ire passer une 
circonférence par les points H , M , dont le centre soit sur OK, et le 
point D où ce diamètre est coupé est le point cherché. Car on a pour 

Fordonnée OH, Ôh' = OM X OD =P x OD, d'où OD = ^. 

Maintenant si au point D on mène uqe parallèle à AG, on connaît 
dans la parabole un diampjlre, le paramètre qui y est relatif, etk 
tangente à son extrémité. Donc on est raipené à conistruire cette 
courbe dans un des cas déjà examinés. 

On dpit remarquer que si on ne donpie pa[s la direction da dia- 
mètre , il y a upe infinitç de paraboles passant par les trois points ; 
cela tient à ce qu'il faut quatre conditions pour fixer une parabole ; 
pour déterminer l'ellipse et l'hyperbole , il en faut cinq. 



Paraboles semblables. 

240. — Deux paraboles ayant même axe , leur somment au même 
point, ont toutes les sécantes homologues dans le rapport des dislances 
du isommet àleur foyer. 
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En effets soient Aor l'axe commun, A le sommet commun et F, 
T leurs foyers, tirons les ordonnées passant par ces derniers 
points. On sait que 

NF = 2AF, FM'=fiAF, .d«nc ||,=^,5 

il suit de% que les points M, N sont sur 'la même droite passant 
parle sommet A. 

Tous les points ainsi situés dans les parsA)oles sent <Iits hQ- 
mologues. 

Si par le sommet on tire une sécante quelconque, les parties de Fig. 150. 
ces lignes comprises dans chaque courbe, ainsi que les coordonnées 
des points d'intersection sont entre elles comme AF est à AF', ou 
comme U^ paramètres relatifs à Taxe. 

En effet, soit une sécante AB', tirons les ordonnées des points 
d'intersection et désignons par P, P' les paramètres relatifs à Taxe. 
Ona: 

BC' -= p X AC, B'C «F X AC, d'où =^ = crïrï- 

B'C P X AC 

AC BC 
Les triangles BAC, B'AO étant semblables, -n^r, = ^^ , en con- 

BC P 

séqnonce T^ité obtenue se réduit à ^, = p. 

Donc 

AB_ BC _ AC_P 
AB' "^ B'C ~ AC "" P* 

C'est ce qu'il fallait prouver. 

Prenons deux sécantes quelconques homologues ne passant pas 
au sommet, soient NB , M'B'. Les points N,M' et B,B' étant homo- 
logues, donnent en les joignant au point Aies triangles NAB , 
M'AB'. D'après ce qu'on vient de prouver 

AN _ AB _ P 
AM' "" AB' ^ P'' 



Digitized by LjOOQ IC 



/ 



Fig. 160. 



308 TRAITÉ DES LIGNE» 

Donc les lignes NB, M'B' sont parallèles et les triangles NAB , 
M'AB' semblables; conséquemment 

WB _ AN ^ F 
MB' ""AM^^P' 

Donc deux paraboles ayant même sommet et même axe , ont 
leurs sécantes homologues dans le rapport des paramètres relatifs 
à leur axe , et en outre ces sécantes sont parallèles. 

Problème. 



241. — Il arrive souvent qu'on ait à raccorder deux lignes 
driotes par un arc de parabole , dont les extrémités sont fixées sur 
les droites. On va exposer la méthode à suivre pour construire la 
courbe par points. 

Soient AB, CD les deux lignes droites à raccorder par un arc de 
parabole tangent en B et C à ces lignes. Pour construire la courbe 
prolongeons AB, CD jusqu'à leur rencontre en H , joignons B à G 
et le milieu de cette ligne au point H. Soit K le milieu de HI , ce 
point est sur la parabole. Pour le prouver il suiBt de montrer que 
HI est un diamètre ; or on sait que si on joint dans une courbe da 
second degré le point d'intersection de deux tangentes au centre , 
ou, en un mot, qu'on mène par ce point un diamètre, cette ligne 
divise la corde passant aux points de contact en deux parties égales. 
Donc HI est un diamètre , et comme dans tonte parabole la sous- 
tangente est double de l'abscisse du point de contact , il s'ensuit que 
le milieu K de HI est sur la courbe. Cela prouvé , menons la ligne 
MKL parallèle à BC , c'est une tangente à la parabole. Ainsi , oa 
connaît deux tangentes MB, MK et leur point de contact; on 
détermine comme précédemment un second point de la courbe. £a 
agissant ainsi , on trouve les points ^, w, l, k^ n. 

Les lignes de construction QZ, MY, HI, LU, NT sont 
parallèles comme diamètres d'une même parabole. En outre , 

1 
Mm' = - MY puisque le point K est le milieu de HI , alors 

111 

Mm = - Mm' = ^ MY = j Kl. La [ligne KJ est la flèche de la 
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parabole. De même on prouverait que Q? = r M/»=: -- Kl, etc. 

Si on veut un point intermédiaire entre i?ietK, prenons le 
milieu de MH et tirons par ce point un diamètre , c'est-à-dire une 
parallèle à HI. Joignons m à K, la ligne mK est divisée au point/?' 
en deux parties égales , puisque dans le trapèze MmKH le point R 
est le milieu de MH. En conséquence, si du point B on mène Ba 
parallèle à mK , la ligne Ba sera l'ordonnée du point de contact fi 
relativement au diamètre RK. Donc si on prend le milieu /? de R^^, 
on aura le point de la courbe situé sur le diamètre RX. D'après la 

1 1 

construction qu'on vient de faire, P/?'=- M/w,donc Pp = - Py = 

y Mm = — Kl ; on voit en outre que RH = - BH. 
4 16 4 

Donc étant donnés deux tangentes à la parabole et leur point 
de contact, on peut facilement la construire par points. 

242. — Pour construire une parabole quand on donne sa flèche 
et son ouverture, la flèche étant perpendiculaire à la corde qui 
joint les extrémités de l'arc , il faut suivre la marche exposée 
ci-après. 

Prenons pour axe des y Taxe de la parabole, et pour axe des 
x la tangente au sommet. 

L'équation de la parabole est alors x'='2qy. Soient B, B' les ng. leo bis^ 
extrémités de l'arc parabolique qu'il faut construire, posons 
BB'=2A, OA=BM=/. La courbe devant passer aux points 
B, B',son équation doit être satisfaite par x = h^y =y^ ainsi on a : 

h^ = 2qf, d'0Ùl^=^, 

en sorte que l'équation de la parabole est 

r 

f 
Posons la quantité constante ^ égale à A , et donnons à x suc- 
cessivement tous les nombres entiers depuis jusqu'à h , les ordon- 
nées correspondantes ont pour valeurs les expressions ci -dessous 
indiquées : 
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x= 0, 1, 2,. 3, 4, 6, ^y 7. 
^= 0> A, 4A,, 9A, 16A, 25A, 36A, 49A. 

Ainsi, en résnmé, divisons AM z=zhmh parties égales, 

soient a, a\ a\ a" les points de division, puis en ces points 

élevons des perpendiculaires à AM. Pour avoir Fordonnée de la 
courbe à la »***°® division, il faut prendre sur la perpendicu- 
laire une longueur égale à /i^A. 

Cette méihode fort simple est applicable par tout le monde, 
puisqu'il n'y a point d'extraction de racine à effectuer. Si , à 
l'échelle à laquelle on opère, les ordonnées sont trop distantes pour 
tracer la courbe sans jarrets , on prend deux, ou trois fois plus d'or- 
données, ou plus généralement m fois plus. Alors AAf sera divisé 
eu /nA parties égales. Pom? trouver les ordonnées aux points de 
division , il faut suivre la même méthode que précédemBieiit^ mai& 
en prenant 

Ici se termine l'exposé des propriétés des courbes da< seetmd 
ordre, il ne nous reste plus qu'à exposer lesméthodespoor calc»- 
ler les arcs et les aires de ces courbes. 
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TROISIÈME PARTIE. 



RECTIFICATION ET QUADRATURE DEà COURBES DU SECOND DEGAÉ. 

CiRCONrÉRENGE. 

Rectification des arcs circulaires. 

243,— Mesurer une lignes c'est la comparer à une autre ligne 
prise pour unité ; le rapport résultant de cette opération est l'ex- 
pression de la longueur de là ligne. 

Pour trouver la longueur d'une circonférence ou d'un arc cir- 
culaire, étant obligé de considérer cette courbe comme la limite 
des périmètres des polygones réguliers qui y sont inscrits ou cir- 
conscrits, on va démontrer d'abord le théorème suivant sur les 
limites. 

Si deux quantités variables sont toujours égales, et qu'elles 
convergent vers> deux autres quantités fixes, dont elles peuvent 
approcher autant qu'on le veut, ces deux dernières quantités, qui 
sont les limites dès preinières, sont aussi égales. 

Soient A', B' les dèut quantités variables , convergeant vers lés 
quantités A et B dé manière que A — A' peut être plus petit que 
tôtite qtiantilé donnée, ainsi que B — B'j on va montrer que st 
A'=B' quelles que soient les valeurs qu'on donne à A' et B', \eà 
limites A et B sont égales. Car supposons que A ne soit point égal 
à B, désignons alors leur différence par «, on aura A— B==a 
ou A=B+a} de cette égalité retranchons la première, il vient 
A— A'=B — B'+a. Mais quelque petit que soit a, on peut toujours 
donner à A' une valeur telle que A — A' soit moindre que a et à 
fortiori queB— B'+a> car on suppose A' et B' plus petits que A 
et B. Donc l'hypothèse admise qu'il y ait une différence entre A et 
B, mène à cette conclusion que la partie est égale au tout , ce qui ne 
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peut être, par conséquent les deux quantités A et B ne peuvent 
être inégales, donc elles sont égales. 

Théorème. 

244. --Le rapport de la circonférence au diamètre est constant. 

£n effet, soient R, R' les rayons de deux circonférences, inscri- 
vons dans chacune d'elles un polygone régulier du même nombre 
de côtés n ; désignons le périmètre de ces polygones par P et P'. On 
sait que les périmètres de deux polygones réguliers du même 
nombre de côtés sont entre eux comme les rayons des cercles cir- 
conscrits , en conséquence on a périm. (P) : périm. (P') :: R : R', 
d'où périm. (P)X R'= périm. (P')XR; cette égalité existera 
toujours quel que soit le nombre j^; plus ce nombre croît, plus 
périm. (P), périm. (P') s'approchent de cire. (R) et cire. (R'), donc 
périm. (P) X R', périm. (P') x R ont pour limites cire. (R) X R', 
cire. (R')xR ; donc , en vertu du théorème démontré sur les limites, 

/«x ^1 . /«i « j 1^ -. circ,(R) circ.(R') 
cire. (R) X R'=circ. (R'J x R; de là on lire ',; ■ = —7—7-, 

donc le rapport de la circonférence au diamètre est constant ; ce 
rapport est désigné généralement par n. 

RectificdUion de la circonférence. 

circ.fR) 
De l'égalité —^ — =7r on déduit cire. (R) = 2iîRj ainsi ayant 

déterminé une fois pour toutes le nombre ir , en le multipliant par 
2R, on a la longueur de la circonférence rectifiée. Supposons 
R = 1, alors circ. = 27r, ainsi on peut dire que le nombre it est la 
longueur de la demi- circonférence développée dont le rayon est 
Funité. 

Rectification de Parc circulaire. 

245.— On démontre que les angles au centre dans une même 
circonférence sont entre eux comme les arcs qu'ils interceptent, 
en conséquence soit une circonférence dont AO est le rayon et AQC 

FJg. 101. on angle au centre , on aura -. — 7-— ^r = , ^ . . Or cire. (0A)= 

circ.(OA) 4 droits 
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AOC 
2ir X OA ; donc arc (AC) = 2?: x O A x , , ., ,• dans cette égalité 

4 uroits 

AOC 
il y a d'inconnu arc (AC) et le rapport — — :-• j mais , en vertu du 

théorème énoncé, on peut remplacer le rapport 

AOC arc (AC) 

4 droits ^ circ.(OA)* 

C'est dans le but d'obtenir ce dernier rapport qu'on a divisé la 
circonférence de la manière suivante : la circonférence entière a 
été mise en quatre parties égales auxquelles on a donné le nom de 
quadrant , le quadrant en 90 parties qu'on nomme degrés, le degré 
en 60 minutes, la minute en 60 secondes et enfin la seconde en 
60 tierces. Cette division qui porte le nom de sexagésimale n'étant 
pas conforme à notre système de numération , on a mis le quadrant 
en 100 minutes, la minute en 100 secondes et la seconde en 100 
tierces : ce mode de division se nomme division centésimale. 

Bien que le système métrique soit mis en vigueur depuis quel- 
ques années, la division sexagésimale est encore fort suivie à cause 
de l'avantage de donner un grand nombre de parties aliquotes de 
la circonférence , c'est-à-dire d'arcs qui y soient contenus un nombre 
exact de fois, pouvant se représenter exactement en degrés, mi- 
nutes et secondes ; du reste elle présente dans le calcul toute la 
difficulté des anciennes mesures. 

La division centésimale est plus conforme au système adopté pour 
les nouvelles mesures , puis ensuite la réduction d'un arc en une 
des divisions adoptées quelconques de la circonférence est extrê- 
mement facile ; ainsi soit l'angle 54** 5' 25", en secondes cet arc 
a pour expression 540525", en minutes 5405',25 et enfin en qua- 
drant 0^,540525. Le rapport d'un degré nouveau au degré ancien est 

iz iOO 5- 



3 

Ainsi le degré centésimal est les - du degré ancien. 

5 

Revenons maintenant à l'égalité 
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Pour diviser deux quantités l'une par l'autre il faut qu'elles soient 
rapportées à la même tinilé -, prenons ici la minute, alors en rédui- 
sant 2** 25' et 180* en minutes, on a arc (AC) =îtx OA x -r — . 

10800 

Ainsi on voit qu'au rapport inconnu des angles AOC et quatre 
droits, on a substitué le rapport de deux arcs, qui est connu à 
l'aide de la division en parties égales de la circonférence. 

L'expression arc (AC) = 11 x OÀ — ; — r- montre que tous les 

2 droits ^ 

arcs qui correspondent, ont même angle au centre sur des circonfé- 
rences de rayons différents et sont entre eux comme leurs rayons. 
Ces arcs sont dits semblables. Donc les arcs semblables sont entie 
eux comme les rayons des circonférences dont ils font partie. 

jàirè du t&tle. 

246.— Pour évaluer une surface limitée de tous côtés , il Faut là 
comparer à une autre surface prise pour Unité , et lé t-ésuUàt dfe 
celle comparaison est l'expressioU de l'étendue contenue entre les 
limites de la surface. 

On ne doit pas coUfondre côiiiUié on lé fait souvent lés tnots 
» surface et aire; le mot surface s'emploie pluà géhéraleitient pouf 
indiquer la forme, abstraction faite de ses liniitës, tandis que le 
mot aire ne s'applique à l'étendue que lorsqu'on l'envisage par 
rapport à la surface prise pour terme de comparaison. Du reste on 
confond souvent le cercle et la circonférence ; la circonférence est 
une ligne plane dont tous les points sont à égale distance d'un point 
intérieur qu'on nomme centre^ tandis que le cercle est l'étendiie 
comprise dans la circonférence. 

L'opération qu'il faut faire pour trouver l'expression de l'aire 
d'une surface se nomme quadrature. 

Théorème. 

247.— L'aire d'un cercle est égale à sa circonférence multipliée 
par la moitié de son rayon. En effet, l'aire d'un polygone régulier 
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est égale à son périmètre multiplié par là moitié de son apothème; 
d'après cela circonscrivons à la circonférence donnée , dont R est 
le rayon , un polygone régulier P d'un nombre de côtés », son 

i 

apothème est le rayon R , alors on a polyg. (P) =périm. (P) X -R. 

Supposons que le nombre » croisse , polyg. (P) et périm. (P) vont 
s'approcher de cerc. (R) et cire. (R); et comme on sait que la limite 
du polygone est le cercle , et celle du périmètre (P) la circonfé- 
rence , et qu'en outre, quel que soit le nombre des côté n du poly- 
gone ) on a toujours polyg. (Pj = périm. (P) X - R, donc cerc.(R)= 

cire. (R) X - R : c'est ce qu'il fallait prouver. Dans l'égalité 

À 

1 

cerc. (R) = cire. (R) X ~ R, à la place de cire. (R) , mettons sa valeur 

À 

1 —a 

27tR , il vient cerc. (R) = - R X 27:R ='icR . Donc l'aire d'un cercle 

a pour expression ir multiplié par le carré du rayon. 

Derégalitécer.(R)=7rR on conclut que les aires des cercles 
sont entre elles cemme les carrés des rayons. 

248. — Supposons que sur les trois côtés d'un triangle rectangle ^8» 162. 
comme diamètres on décrive des circonférences, l'aire de celle dé- 
crite sur l'hypoténuse sera la somme des aires des deux autres 
décrites sur les côtés de l'angle droit ; car on sait que 

Tv^ T7^ i "ârf 1 ÂB AG , BC" 

4 4 4 



Q^ tr— . TT^^ «— ^^^^ *®® ^^^^ ^^* ^ s'agit, ainsi le 

4 4 4 

théorème est démontré; de l'égalité qu'on vient d'obtenir en der- 
nier lieu on tire : 



AC AB BG 

ce qui prouve que l'aire du cercle dont le diamètre est l'un des 
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côtés de Tangle droit est la différence entre celles des cercles dé- 
crits sur les deux autres côtés. 

Abaissons du sommet de l'angle droite une perpendiculaire sur 
la base, on sait que 

AC* : AB* :: AD : AB, donc tt— - : tt-— :: AD : AB. 

Ainsi donc l'aire du cercle décrit sur un des côtés de l'angle droit, 
comme diamètre, est à Taire de celui décrit sur l'hypoténuse 
comme la projection de ce côté sur l'hypoténuse est à cette hypo- 
ténuse. 
Le triangle rectangle ABC donne encore : 

AC* : BC' :: AD : DB, d'où ^:^ : ^r 5^ :: AD : DB. 

4 4 

Donc , si sur les deux côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle 
comme diamètres ou comme rayons, on décrit des circonférences^ 
les aires de ces courbes sont entre elles comme les projections des 
côtés correspondants de l'angle droit sur l'hypoténuse. 

Des Lunules. 

249. — Sur les trois côtés d'un triangle quelconque ABC décri- 
vons des circonférences, ces lignes en se coupant donnent les" sur- 
faces curvilignes BPMN^ M'P'GN' auxquelles on donne le nom de 
lunules; posons les égalités ABC = T, BAMN=X, BNMP=Y, 
MAM' = Z,CN'M'F = Y, AMWC = X' ; cela fait, du triangle 
ABC on tire ^'=6"+ c" — 2o6cosô, 6 désignant l'angle BAC. 
D'où 

FIg. 165. ^T "^ '^l •" '^T + S ^^^^^ ^• 

Or, d'après la flgure, on voit que 

^.^==X + X'+Z + T, Î.^=Y'+X', l.^ = X+Y, 
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donc, si on remplace les aires circalaires par leurs valeurs, il 
vient : 

X'+X-fZ+TsX'+Y'+X + Y+iTr^icosô ; 

o 

simplifiant, on a : 

Z-l-T=Y+Y'-|-îira6cosO, d'où Y+Y'=:Z-j-T— î«a6cose. 

Telle est la relation qui existe entre les lunules et Taire du triangle. 
Supposons 6 =90'', la circonférence décrite sur le côlé a comme. Fig. i6a. 
diamètre, qui est maintenant l'hypoténuse, passe au point G, 
donc Z = 0. Alors l'égalité devient Y-}- Y' = Tî ainsi la somme 
des aires des lanules est équivalente à l'aire du triangle. On voit 
que cette propriété des lunules n'a lieu que lorsque le triangle est 
rectangle. Dans ce cas, les lunules AMCD, CNBE sont dites Inocules 
d'Hypocrate de Chio, parce que c'est lui qui, le premier, donna 
cette démonstration; elles présentent dans l'histoire de la Géomé- 
trie le premier exemple de la quadrature d'une courbe. 

Airei des secteurs circulaires. 

250. — On appelle secteur la partie du cercle comprise entxe un 
arc et les rayons aboutissant à ses extrémités. 

L'aire d'un secteur est égale à l'arc correspondant multipliié par 
la moitié dn rayon du cercle dont il fait partie. 

En effet, on a, d'après un théorème démontré en géoméitrie, 

sect.(AOC) ^ arc(AC) ^ arc(AC)loA 
eer.(OA) circ.(AC) ,j,, ^^c) x 1 OA 

2 

Mais 

1 1 

cire. (OA) x - OA=cer.(OA), donc sect.(AOC)=:arc(AC) >< - OA, 

2 2 

égalité qui démontre le théorème. 

De l'égalité sect. (AOC) = arc (AC) x r OA , on déduit , on rem- 
plaçant Tare AG par sa valeur, 
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sect.(A0C) = 7r:^X^ÔA. 

D( 3nc , poor tons les secteurs de rayons €lifféreDt$, doat les angles 
ac i centre sont égaux , les aires sont entre elles comme les carrés 
de ;s rayons } de tels secteurs sont dits semblables. 

Donc les aires des secteurs semblables sont entre elles comme les 
cavrr^s des rayons des cercles dont ils font partie. 

Aire du Segment circulaire. 

.251 . — On appelle segment la portion du cercle comprise entre 
une corde et Tare qu'elle sous-tend. 
rig. 161. .A l'inspection de la Ggare , on voit que, quel que soit le segment 
d ot mé , il est la différence entre le secteur qui a même arc que lui, et 
le triangle ayant pour base sa corde> et son sommet au centre; en 
coni .équence on a seg. (AMG) = secl. ( AOC) — triang. (AOC). Dé- 
sigm ms l'angle AOG par 2 a et le rayon OA par R, on a : 

seg. (AMG) = TT ?^ R' — R- cos a = R* (^ - cosa ). 

Ainsi, on voit que tous les segments pour lesquels les angles an 
ceatL'e correspondants sont égaux > ont des aires qui sont entre 
elles comme les carréç des rayons des cercles dont ils font partie, 
ces s 43gmeats sont dits semblables ; donc les aires des segments 
semb) ^ables sont entre elles comme les carrés des rayons des 
cercle^ ,s auxquels ils appartiennent. 

Aire d'une couronne circulaire, 

252.- -X)h appelle couronne circulaire, la portion de plan com- 
prise ei itre denx circonférences concentriques. 

L'aire d'une couronne est égale à la circonférence équidistante 
de celle s^ qui la limitent multipliée par sa largeur, c'est-à-dire la 
différen ce des rayons des circonférences concentriques. En effet , 
soient d .eux circonférences AGB, acb concentriques en O, on a : 

Coi xT. (AGB, ûc^)= cer.(OA) — cer.(0«) = 7rOA'— ttÔ^ 
= yr(OA + Oa)(OA-0^)= l^P-^-±-^!!2f (OA-aO); 
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or 27rO A , 2nOa sont leslonguears des cir ACB et acb , OAr-^0=: Aa, 
c'est-à-dire la largeur de la couronne. Ainsi on voit déjà cpe l'aire 
d'une coaronne est égale à la moitié de la somme des circQnfér 
rences qui la limitent moUipJliée par sa largeur ; mais 

2;rO A + 2nOa 2ic(0A + Oa) 



soit, ce le milieii de Aa ; arec Oa pour rayon décrivons^ une circon- 
férence. On a : 

cir. (Oa) == 27t i- — , car Aa = Oa-j , 

, . OA+0^ ^ w . ,4 X « OA+Oa 
donc Aa = ^ — et par suite cir.(Aa) = 2it ^ . 

Donc l'aire d'une couronne est égale à sa largeur multipliée par 
la circonférence équidistante dç celles qui la limitent. 

253. — L'aire d'une partie de couronne comprise entre deux 
rayons est égale à Tare de la circonférence équidistante de celles 
qui la limitent compris entre les deux rayons multiplié par la 
largeur de la couronne. 

En efifet , l'aire (kOca) = sect.(AOG) — sect.(a'OC) =- 

=,^0A^-arXÔ^"^=ar:^(0A-Ô7), F.g.l61. 

4. 4> 4, 

or Ol — Ô^= (OA + Oa) (OA — Oa), OAr- Oa = Aa ; 

en conséquence l'égalité devient 

^ AOC/OA+Oa\ . . ,4/1 X 

27t —5- ( ^ — J X Aa =: aire (ACca) ; 

remarquons que 

9è±2l^OùL, donc aire(AC(?a) = Aax2u^aO; 
2 4 

or l'arc aa' de la circonférence Aa compris entre les rayons OA, 
OC a pour expression 2n — —Oa.Doncla portion d'une couronne 
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comprise entre deux rayons estégaleà sa largeur multipliée par Varc 
équidistant de ceux qui la limitent , compris entre les deux 
rayons. 

A or* 
De l'expression aire {ACca) = 2n -—5- Oa x A^i , 

on en conclut, que les aires des portions de couronnes correspon- 
dant à des angles au centre égaux et ayant même largeur , sont 
entre elles comme les rayons des circonférences équidistantes de 
celles qui les limitent. 

D'après les théorèmes qu'on vient de démontrer, on voit que 
toutes les questions sur les aires des cercles, des secteurs sembla- 
bles et des segments semblables se ramènent à des questions snr 
des carrés construits sur des lignes données. 

Les formules pour la rectification de la circonférence, et la qua- 
drature du cercle ne permettent d'obtenir ces deux quantités, 
qu'autant que le nombre tt est déterminé, aussi maintenant va-t-on 
exposer les diverses théories qui servent à l'obtenir, 

Détermination du nombre it. 

254-.— La détermination du nombre n exige que l'on cherche les 
valeurs successives de deux quantités A et B entre lesquelles se 
trouve le nombre demandé, et ayant ce dernier pour limite; le 
rapport cherché étant compris entre Aet B il s'ensuit que Fune des 
deux quantités représente le nombre 77 avec une approximation 
moindre que A — B , qui. sera en plus ou en moins, selon que A est 
plus grand ou plus petit que le nombre n , il suit de là que plus les 
valeurs de A et B seront rapprochées l'une de l'autre , plus l'ap- 
proximation qu'on obtiendra en prenant l'une d'elles pour tt sera 
grande. 

En suivant la méthode qu'on vient d'exposer il y a deux procédés 
à suivre pour résoudre la question : le premier consiste à déter- 
miner les périmètres d'une série de polygones réguliers inscrits à 
la circonférence et ceux des polygones réguliers correspondants cir- 
conscrits à la même circonférence : de cette manière , on pourra 
déterminer la longueur de la circonférence développée avec toute 
l'approximation désirable , et si on prend celle dont le rayon est 
l'unité , il suffira de diviser sa longueur par deux , pour obtenir le 
rapport cherché.* 
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Nous allons exposer cette première méthode , ensuite nous expo- 
serous la seconde. 

Pour trouver les périmètres d'une série de polygones réguliers 
inscrits et circonférence à la drconférence , il faut déterminer 
comment , connaissant les périmètres de deux polygones réguliers 
l'un inscrit et l'autre circonscrit , on peut obtenir les périmètres 
des polygones réguliers d'un nombre double de côtés. 

Considérons d'abord les polygones inscrits. Soit AB lecôté d'un po- 
lygone régulier donné inscrit dans la circonférenceOA, pour avoir 
celui d'un polygone inscrit d'un nombre de côtés double, abaissons 
du centre la perpendiculaire OD sur AB , joignons son extrémité j, ^^^ 
D à A et B ; DA , DB sont les côtés correspondants à AB dans le 
second polygone , il s'agit d"obtenir AD en fonction de OA et AB. 
Pour cela posons AB = c, AD=:r,AO = R. Du triangle rec- 
tangle ACD on tire : • 



r = AC +DC =f. + DC , 

4 



of CB=:OD-OC = R-\/k^^^ 



alors dans la valeur de x , à la place de CD, mettons sa valeur, 
il vient : 



JC 



=!+(„_ vTïify. 



effectuant les calculs indiqués et réduisant , on a : 



d'où 



X =2R — 2r\/ R*— ^ 
= V2R'-2r\/r-| 



21 
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Ainsi donc, ayant c , on pourra, à l'aide de la formnle à laqneUe 
on vient de parvenir, obtenir le côté du polygone inscrit d'an 
nombre de côtés double. Désignons par n le nombre décotes du 
polygone donné , on a périm. (Pn) = ne ; d'après la valeur de x , 
Qn a aussi : 



= »V/ 2R" — âRVR — ~ • 



périm. (Pa«) 



Nous reviendrons plus tard à cette formule. 

255.— Considérons maintenant les polygones circonscrits. Soit 
âB le côté du polygone circonscrit à la circonférence OD, il faut 
déterminer le côté du polygone régulier circonscrit d'un nombre de 
côtés double. Aux points M , N où les rayons OA , OB coupent la 
courbe , menons, des tangentes à la circonférence , soient MQ, NP, 
le côté PQ est la ligne qu'il s'agit de to uver en fonction de AB et 
OA ; de l'égalité des triangles rectangles OQM , OQD on déduit que 

MQ = DQ , de même NP = DP, ainsi QM = NP = -P. Posons , 
FIg. 165. 2 

pour abréger, AB = c, OD=R, PQ=j7. Les triangles rectan- 
gles AMQ , AOD sont semblables puisqu'ils ont un angle 
commun en A, en conséquence on a ODiMQ:: AD: AJVl, 

X c 
ou R : — :: r- : AM, proportion qui fournit : 

a:= — XAM, OF AM = OA — OM = \/r"-1-^ — R, 
alors substituant sa valeur dans celle de x , il vient : 



. = Lh(V^_h). 



Ainsi on voit que connaissant le côté AB = c^ on aura facilement 
;r = PQ à l'aide de la formule trouvée. Désignons par n le nombre 
des côtés du polygone régulier circonscrit donné , on a 
périm. (Qn) = cn^ et, d'après la formule^ 
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périm.(Q,.)=2»^ (\/r' +~r) 



Poar employer les formules auxquelles on vient de parvenir, 
il faut prendre , parmi les polygones réguliers inscrits , celui dont 
l'expression du côté est la plus simple en fonction du rayon ; 
celui qui remplit cette condition est Fexagone inscrit dont le côté 
est égal au rayon du cercle ; il reste encore à déterminer la valeur 
du côté du polygone circonscrit correspondant. 

De la similitude des triangles AOB et MON, on tire ' 

AB:MN::OD:OI, d'où AB=r ^^ \ 
mais 



= R, MN=c, 01=^/^— î^ 



OD 

Rc 



AB== 
donc 



Appliquons la formule 



AB «« 



V/s-l 



an cas qui nous occupe , c'est-à-dire celui où R = c , alors 

1/3 
^ En résumé , si on désigne par Pg, Qe les polygones réguliers 
inscrits et circonscrits de six côtés, on a dans le cas où R est le 
rayon de la circonférence 

12R 
périm. (Pe) = 6R , périra. (QJ = ~— , 

K3 
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périm. (P J= 12R y/ 2(1^^ V^s) , 
périm(QJ=24RK3(^^l^ — 1\ 



Poar calcnler le nombre, nons avons dit plus haut qu'il fallait 
prendre la circonférence où le rayon est l'unité, et diviser par deux 
la longueur de cette circonférence développée ; en conséquence , 
dans les formules ci-dessus faisons R = 1 et prenons la moitié des 
résultats auxquels on parvient ; on a ainsi une suite de nombres 
convergeant vers n. 
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-s 

I 



sap 



X 

en 



%\'<^ 






^ I 



usa 



II 



a. 



!•* 



s 






^ 



i 






■B 
S. 



I 



o 1 

I 

s 



I 



I 






r 
Il n 



S 



^ 



r 



^^ 



+ 



*<»-ix 

X 



X 
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D'après les formules inscrites dans le tableaa , on voit que les 
calculs sont fort compliqués, aussi ce procédé, très-bon en théorie, 
est d'une application trop difficile pour que Ton s'en puisse 
X servir. Telle est la méthode à suivre pour détermine^' le notnbre 
TT , au moyen des périmètres des polygones réguliers inscrits et 
circonscrits. 

2* Méthode. 

256.— Dans la quadrature du cercle, on a trouvé que l'aire con- 
tenue dans une circonférence a pour expression ïrR% d'où on voit 
que si R = 1, Taire de cercle est le nombre demandé tt; ainsi la 
question est ramenéeà trouver Taire d'une circonférence doDt le 
rayon est Tunité. 

Pour cela on va chercher, comme pour les périmètres des poly- 
gopes réguliers, les aires d'une série de polygones réguliers inscrits 
et circonscrits à la circonférence, et lorsque celles de deux poly- 
gones réguliers du même nombre de côtés auront une difierence aa 
plus égale à Tapproximation demandée, on pourra prendre Tone 
de ces surfaces pour celle du cercle, et on aura dans Texpression de 
cette aire , la rapport constant de la circonférence au diamètre. 
Devant trouver les aires d'une série de polygones réguliers inscrits 
et circonscrits, on est obligé de résoudre les deux questions 
suivantes. 

257.— Étant donné un polygone régulier inscrit dans une cir^* 
conférence, trouver Taire du polygone régulier Inscrit d'un nom- 
bre de côtés double, 
ng. 165. Soient A.et B les aires de deux polygones réguliers inscrits et cir- 
conscrits du même nombre de côtés, il faut trouver celles désignées 
par A' et B' des polygones réguliers d'un nombre de côtés double. 
Cherchons d* abord A'. 

D'après la figure on voit que MN, AB sont les côtés correspon- 
dants des polygones réguliers donnés, dont nesi le nombre des 

A A' 
côtés. Les deux triangles MOI, MOD égaux à — et —•, ayant 

même hauteur, sont entre eux comme leurs bases, en conséquence 

A A' 
on a — : — :: 01 : OD :: OM :0A à cause des parallèles ABet 

MN } multipliant les deux premiers termes de la proportion par 2n, 
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il vient A • A' :: OM : OA. Le triangle AOD=: —, et si on le com- 

2/1 

pare au triangle MOD, on voit qu'il a même hantear que ce der- 

A' B 
nier, alors on a la proportion 5- • 5- •• OM:OAouA^:B :: OM: 

OA; maintenant remarquant que la proportion précédente et la 
dernière ont le rapport OM : OA qui est commun, alors on en dé- 
duit A : A' :: A' : B, d'où A'= v" AxTï. 

258. — Il ne reste pins qu'à déterminer B'; pour cela remarquons 
que les deux triangles QOA, QOD ont même hauteur, vu qne leur 
sommet étant au même point O, leurs bases QA, QD sont sur le 
même côté AB, par conséquent ils fournissent la proportion QOA: 
QOD :: QA : QD, mais à cause de l'égalité des triangles QOM et 
QOD, la ligne QO est bissectrice de l'angle QOD, en conséquence 
QA : QD :: OA : OD :: OM : OM ; substituant dans la proportion 

OA OA 

précédente au rapport — son égal ~=, il vient QOA : QOD :: 

OA : OM ou QOA : QOD :: A' : A, car lors delà détermination de 

A' on a trouvé que -7- = ttï:?. 
^ A OM 

De la proportion QOA : QOD :: A' : A on déduit QOA + QOD : 

QOD :: A+A' : A, mais QOA + QOD = AOD= ~, QOD= ^5 

B B' 
substituant ces valeurs dans la proportion , elle devient r- : 7- :: 

2A X B 
A -j- A' : A , d'où on tire B'= , , et mettant pour A' sa valeur 



2AxB 



l/A X B, on a en déGnitive B'= — . Ainsi on voit que 

A+V/AxB 

les polygones réguliers inscrits et circonscrits d'un même nombre 

de côtés étant donnés, on peut déterminer les aires des polygones 

réguliers d'un nombre de côtés double. 

2AxB 
259.— En comparant les fornrales A'= V/A XB, B'= ■ , 

A -4— A 

avec celles qui donnent les périmètres des polygones réguliers, on 
reconnaît que cette méthode est d'un emploi beaucoup plus facile, 
en outre qu'on peut se rendre compte de Tapproximation avec la- 
quelle on obtient soit A' ou B', avantage que les autres formules ne 
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présentent point. C'est par les aires des polygones réguliers qu'on 
est parvenu dans la géométrie à déterminer le nombre ?i. 

Pour rendre les calculs plus simples , il faut prendre pour Â et B 
les polygones réguliers dont les aires ont l'expression la plus simple 
en fonction du rayon. Les polygones satisfaisant k cette condition 

sont les carrés inscrits et circonscrits, alors A= 2R , B = 4R, 
mais comme l'aire du cercle qu'on cherche a pour rayon l'unité, 
il s'ensuit que A = 2, B = 4; substituant dans les formules ces 
valeurs , on trouvera celles de A' et fi'; ayant A', B' on détermi- 
nerait de la même manière A" et B", etc. 
Dans la Géométrie de Legendre on trouve les résultats suivants : 



NonbradMotUi. 


Aires des polygones Inscrits. 


Aires des polygones olr 


4 


2,0000000 


4,0000000 


8 ' 


2,8284271 


3,3137085 


16 


3,0614674 


3,1825979 


32 


3,1214451 


3,1517249 


64 


3,1365485 


3,1441184 


128 


3,1403311 


3,1422236 


256 


3,1412772. 


3,1417504 


512 


3,1415138 


3,1416321 


1024 


3,1415729 


3,1416025 


2048 


3,1415877 


34415951 


4096 


3,1415914 


3,1415933 



8192 3,1415923 3,1415928 

Par ce tableau on voit que les aires des polygones réguliers de 
8192 côtés ne diffèrent que dans les décimales du septième, donc 
en prenant l'une de ces aires pour celle du cercle l'erreur qu'on 
commettra sera moindre que la différence des aires des polygones 
de 8192 côtés, et conséquemment se trouvera dans les décimales du 
septième ordre ; ainsi en prenant 3,141592 pour l'aire du cercle 
dont le rayon est l'unité on commet une erreur moindre qu'un mil- 
lionième. Donc 11=3,141592 à 0,000001 près. 

On aurait obtenu it avec une approximation plus considérable en 
déterminant les aires de polygones réguliers d'un nombre plos 
grand de côtés. 

lies anciens, Archimède et Métius, avaient évalué le rapport de 
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22 355 22 

la circonférence an diamètre à —, et à -— ; — est trop fort , car 

22 
en développantle quotient en décimales , on trouve — = 3,i42857, 

22 
au lieu de 3,141592, nombre cité précédemment. La fraction — 

étant beaucoup plus facile à graver dans la mémoire que la frac- 
tion décimale, on est porté à plus souvent l'employer pour la va- 
leur dcTc, quand les calculs n'ont pas besoin d'une très-grande 
approximation. . i 

3* Méthode. 

260.— On appelle figures isopérimètres celles dont les périmètres 
sont égaux. 

I" Théorème,— Zemiwe. 

Soient R, r les rayons des circonférences inscrite et circonscrite pig. lee. 
à un polygone régulier quelconque; R', r' les rayons des circonfé- 
rences inscrite et circonscrite à un polygone régulier isopérimètre 
d'un nombre de côtés double , il faut prouver que 

Pour cela prenons le côté AB d'un polygone régulier quelconque , 
dont OA et OC sont les rayons des circonférences circonscrite et 
inscrite. Prolongeons le rayon OC jusqu'à la rencontre en E avec 
la circonférence OA, puis tirons les cordes EA, EB; si on abaisse 
du centre O des perpendiculaires sur EA, EB , et qu'on joigne 
entre eux leur pied , on forme le triangle M£N , qui est semblable 

au triangle AEB , puisque EM = ^ EA , EN = ^ EB ; il suit de là 

que MN = - AB j donc le côté MN est le côté du polygone régulier 

isopérimètre d'un nombre double de côtés. L'angle AOB a pour 
mesure l'arc ADB, l'angle inscrit AEB a pour mesure la moitié de 
l'arc ADB ; donc l'angle AEB est l'angle au centre du second po- 
lygone régulier isopérimètre du premier \ par conséquent EH, EM 
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sont les rayons des circonférences inscrite et eircotkScrité. D'âpre 
les désignations indiquées ci-dessus , EA=R, EC = r, E1VI = R', 
EH = r'^ona : 

2 2 2 ' 

puisque MN est parallèle à AB; eu outre du triangle rectangle 
EOM, oatire: 

lM* = EaxEH=Rxr', 



ainsi R'=|/RXr' 
Donc 



R+r 



théorème qu'il fallait démontrer. 

Scolie. On a r'> r et R'<R , car HC ou son égal EH est plus 
grand que OC, et la perpendiculaire EM est plus courte que 
l'oblique EO. 

Corollaire. Si l'on prend le carré qui a pour côté l'unité ou 4 
pour périmètre , on a : 

r=l=0,50, R=Y/Î + |=\/| = ^^=0,70710, 

à 0,00001 près. On pourra donc , au moyen des formules précé- 
dentes , calculer les rayons des circonférences circonscrites et 
inscrites aux polygones réguliers isopérimètres de 8, 16, 32, 64, 
128, etc. , côtés ; on formera ainsi le tableau suivant. 
Périmètre = 4. 



Homtéâesem», 


Yaleors de r . 


Valénn de R. 


4 


0,50000 


0,70710 


8 


0,60355 


0,65428 


IG 


0,628il 


0,64072 


32 


0,63457 


0,63764 


64 


0,63610 


0,63687 


128 


0,63649 


0,63668 


256 


0,63658 


0,63663 


512 


0,63661 


0,63662 


1024 


0,63661 


0,63662 


2048 


0,63661 


0,63661 



Digitized by LjOOQ IC 



DU SECOND ORDRB. 331 

Problème. 

2e\ . — Déterminer le rapport de la circonférence aa diamètre. 

Les circonférences inscrite et circonscrite à l'un des polygones ci- 
dessus étant exprimées par 27rr et 2itR , on a , parce qu'une ligne 
convexe est moindre que toute ligne qui Tenveloppe de toutes 

2 2 

parts , 27rr<4 , 27rR > 4 , d'où Ton déduit it < - et t: > g. Si on 

2 2 2, 
pose Tï = B î l'crrcïir V^^ l'o" commet est moindre que g , d'où 

l'on voit que Terreur est d'autant moindre que r est plus grand et 
B. pins petit , c'est-à-dire que le polygone a un plus grand nombre 
de côtés. 

Prenons pour exemple le polygone régulier de 2048 côtés , le 
tableau précédent donne r> 0,63661 , R <0,63662 ; donc 

2 2 2 2 



ou bien 



r^ 0,63661' R'^ 0,63662* 



?<3,U16, |> 3,1415. 



ainsi en posant 7t = 3,1415, l'erreur commise est moindre que 
0,0001. 

Après avoir exposé les diverses méthodes , que fournit la géo- 
métrie, pour déterminer le rapport constant de la circonférence au 
diamètre , on va développer celles que des mathématiques plus 
élevées fournissent pour arriver au même résultat, méthodes qui 
dans une pareille recherche ne sauraient être trop multipliées afin 
de s'assurer si les résultats auxquels on parvient ont toute l'exac- 
titude désirable. 

l'« Méthode. 

262. — ^L'équation d'une circonférence rapportée à son centre et 
à des axes rectangulaires estx'+y = R% alors l'élément diffé- 
rentiel de l'arc sera 



Digitized by LjOOQ IC 



332 TRAITÉ DES LIGNES 

Faisons R= 1, il vient : 

, dx 



SI -* 

dx (1 — jc') ' , de cette manière on éalculera 

la longueur de la demi-circonférence , et comme le rayon est l'u- 
nité, le résultat auquel on parviendra sera^ d'après ce qui a 
été dit plas haut, le nombre ^. On a donc en conséquence 

25= 2 \ dx(i=x*) «==ic. 

Pour intégrer \ (1 — j:')""*rfj:, on va suivre la méthode des in- 
tégrations par série. 



1 



Développons^ (1 — x") * par le théorème de Maclaurin» il vient -. 

SX __1 

(I — x") 'fitr devient: 

$(.+?^+i.?4+î.tj^-+..c.)^. 

Effectuant les intégrations partielles, on a : 

, 1 3 5 7x» , , , 
+ 2-4-6-8-9-+*'''- + '^- 

Pour déterminer la constante , faisons :r=0, l'arc étant mesuré 
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à partir du point où Taxe des >• coupe la circonférence , on a * = 
pour j:=0,doncc=0. Ainsi l'intégrale cherchée a pour expression : 

Jo . ^23-245^2467^ 

enfln faisons x=ri , Tare s sera le quart dé la circonférence, par 
conséquent la valeur du nombre tt est 

/^ , 1 1 , 1 3 1 , 1 3 5 1 , 1 3 5 7 1 , \ 
'' = V+2-3 + 2r5 + 2r6 7 + 2-r6-8-9 + ^^V 

SimpliGant, on a enfin : 

^ 3 ^ 20 ^ 188 ^ 1728 ^ 

Effectuant les calculs, on trouve 7rr= 3,1415926, valeur qui ne 
diffère que par la septième décimale du nombre obtenu à la 
page 328. 

2* Méthode. 
263.— La valeur du rapport de la circonférence au diamètre peut 

se déduire de celle de l'intégrale définie \ sixx'^xdx , de la manière 

Jo 
exposée ci-après. ^ 

On a: 

5 sin'^xda: = J sin**"' ^sin x = J sin*~'a:£3?(— cosx) ; 

intégrant par partie, il vient: 

Jsin^'orûfxrr:— cosj:sin"^':t:+(/»— l)'Ssin~~'jccos*a:^x; 

substituant à cosV sa valeur l—sin' j:, Tégalité se transforme en 

j8in*arrfa:=-cosj:sin**"'j:+(w-.l ) Jsin'".rrfa:+(m— 1 ) Jsin*'-xrfa: ; 

réduisant , on a : 

21* 
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* m. m 



prenons Fint^ale entre les limites et -. 

cosj:8in**~'a: .. .. 
Il vient, en remarquant que le terme — disparaît, 

S^sin'^xdx = ^"^ , \ sin""""^:^^. 
w» Jo 

Cette relation existera tonjoors entre les deux intégrales définies 



Ssin**a:, \ 
Jo 



1î 

sin*""*x, 



quel que soit l'exposant m, pourvu qu'il soit entier et positif. 

Désignons pour abréger par Y«,, Y«-.s , Y«-4 , etc. , les intégrale» 
définies 

\ sin^j:, \ sîn"*^a:rfx, \ sin'^^xdx, 

Jo Jo Jo 

d'après cela il vient : 

Y=-^Y«^, Y«^-j^— ^Y^„ Y^^-^— jY^s, 

Y«-=^Y«^,etc. 

Multipliant membres à membres toutes ces égalités, et divisant les 
deux termes produits par les facteurs communs , on a : 

m^i /»— 3 m— S m— 7 /» — (2»+l) 

^ f,i 'm — 2'/»— 4*/» — 6 m — (2«— 2) **"*** 

L'exposant m peut être pair ou impair; supposons-le pair, ainsi 
m=:2K; dans cette hypothèse on voit par les abaissemepts suc- 
cessifs de l'exposant de sin:r dans les diverses intégrales, que la 
dernière contiendra l'exposant zéro , en sorte qu'on a : 
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V —V 13 5 7 m— 3 m—i 

.2468 m— 2 m 

Dans le cas de m impair, c'est-à-dire égal à âE-f- ^ j l'exposant 
dans la dernière intégrale partidie est ranité, en eonséqnenee il 
vient : 

2 4 6. 8 m—Z m—i 

il reste à déterminer Yo, Y., or on a : 



1t 11 TC 

Yo = \ sin*j:^=\ rfa:=^, Y^:?=\ smxdx=zi'y 
Jo Jo 2 Jo 

remplaçant Y« ^ Y, par leurs Talenrs dans Y*» , il vient : 



Y -C'dn-,.^.— ^ 13 5 7 m_3 
* Jo 2 2 4 6 8 w — 2 



m — 1 
2 m * 



. lit » ^246 m— 3 m — 1 

sm jTflw: =:1,-;.-.- . . 

5 5 7 171—2 m 

Maintenant qnenons avons la valeur de l'intégrale définie dans 
les deux hypothèses qu'on peut faire sur l'exposant m, on va cher- 
cher à obtenir le nombre ir. 

De l'expression de Y» déduisons celles de Y,„^ et Y«^, , m étant 
supposé pair. 

Puisque w=2K, m — 1 et /ti+I seront impairs; eu conséquence 
appliquant la formule trouvée dans ce cas , il vient : 

V -—4 ^ * '" — ^ m — h m-^2 

3 5 /ro— 5 m— 3 w — 1' 

2 4 m— 2 m 



Comparons Y^ à Y^, et à Y„^_, , pour cela il faut réduire ces quan- 
tités au môme dénominateur. Occupons-nous d'abord de Y^^ , Y«,, 
leur réduction à un dénominateur commun donne : 
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Y _ <.2.A.6 ... (/yz— 4) (/7t— Si) . 2 . 4 . 6 ... (m— 4) (m -2) m 
"^'~1 .3. 5. 7 . . . (/7Ï-5) (m— 1). 2'.4. 6 . . . (/ti— 4) (m~2) w' 

_7r 1.3.5.7...(m~-3)(yyt— i).1.3.5..,(/;i-5)(m— 3)(m— 1) 
"*""2'2.4.6.8...(/n— 2)w.l.3.5 (/»— 5) (w— 3) (w-l)' 

effectuant la même opération relativement à Y^ et Y^^ , on a : 

^Tc i.3.5.7...(/y^— 3)(m— l)1.3.5.7...(/ra— 3)(m— l)(m-j-1) 
^"*'~2'2.4.6 (w— 2)/». 1.3. 5. 7 (/w~2)(w—l) (/»+!)' 

1.2.4.6 (/yt— 2)/;i.2.4.6.8 (/yi— 2) (m— 1) 

^*^'""1.3.5.7 (m—i) (m+1) 2.4.6.8 (w— 2) /»' 

A l'inspection des fractions représentant Y,„, Y«^, Y»^.,, on voit 
que Y«, < Y„,^, et que Y,„> Y«^; donc Y« est compris entre 

Ym^ et Ijn^a* 

Ainsi on a Ym< Ym^t et Ym > Y^+i ; divisant les deux mem- 
bres de chaque inégalité par les facteurs, ces inégalités donnent : 

2^ 3\5\7\...(i»— 3)".(/n— 1)* * 
TT 2'.4\6 \... (m— 2)V— 2)\/yi 



2-^ 3\ 5'.7\.., (/7i~3)'(/yi-ir.(m+iy 

Les seconds membres des inégalités ont un facteur commun ; 
ignons-le par P, alors on a : 



-<P et ->P(1--^), 

quel que soit le nombre it , il existe un nombre entre et 1 pour 

lequel on a l'égalité ^ = P ( 1 ^ ) . 

2 \ m-^-i/ 

Mettant pour P sa valeur, il vient : 



4 16 36 64 (m — 2)' 






3 ' 15 ' 35 ' 63 "" (/w-.3)(m— 1) ' m- 
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d'où on tire pour valeur du nombre cherché : 



8 16 36 4K' (m~-2r m 



m / 6/71 \ 



'^ 3'15'35 "" 4K'— 1 *"* (/» — 3)(/w — l)*m 

4K' 
Le terme général -rr^ — - donnera tous les termes intermédiaires 

4 Jv — 1 

entre - et r (1 j— r ). Dans cette formule, dont la loi 

3 m — 1 y w-|-i/ 

de formation des facteurs est fort simple , le nombre m est pair. 

Si pour valeur de tt on prend Texpression 2P, Terreur que Ton 

conunet est moindre que — r--. Ainsi, au moyen de cette for- 

mule , déduite de l'intégrale définie \ ^iTTxdx , on peut obtenir 

le rapport de la circonférence au diamètre avec toute l'approxima- 
tion désirable. * 

Rectification de la circonférence, 

264.— On vient de voir comment, àTaide de considérations géo- 
métriques , on a pu obtenir l'expression de la longueur de la cir- 
conférence développée ; on se propose en ce moment de résoudre la 
même question à Taide du calcul. 

L'équation de la circonférence, rapportée à son centre et à des 
axes rectangulaires, est 

celle de l'élément difiërentiel d'un arc de courbe quelconque est 
appliquant cette formule à l'équation j:"+y=R% il vient : 

Or y^zi/K'-Jc', donc ^^S=R^:r(R'— x^)""»; 
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r dx 

intégrant, on a : S =R I jp^==, 

intégrale qu'on peut mettre sons la forme : 

r 4 

S=r\ -7==, 

effectuant l'intégration indiquée, on a S=Rarcf sin— j -}- ^J ^ 

constante c est ici nulle, puisque pour j: = 0, S=0. Ainsi le 

calcul nous donne S = R arc (sincr-K Par cette méthode on ne 

peut avoir l'arc S tant^que Ton ne connaît pas le rapport de la cir- 
conférence au diamètre ; mais on peut obtenir sa longueur au 

moyen d'ane série , en fonction da sinns •^. On a trouvé que 
arc(smx) = l + ^ - + -.-- + -. -.-_ + .... 

X 

Alors remplaçant x par r^-, il vient : 

^ = ^V* + 2lRr + 2-*-5Rî^+2r67R' + ^**^> 

Dans cette série l'arc S est donné en fonction de la corde qui le 
sous-tend , et dont 2x est la longueur. 

De la formule S=R arc (sin^j on déduit S'=R'arc( sin~V 



s R -^'\ 
alors g, = ;^ 



(^'"C) . 



arc / sin 
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Supposons I = ^M l'égalité devient g; = ^ , l'hypothèse J = ^r 

don^ , en désignant par OA , OA' les rayons R , R', par OP et OP' 

OC OC 
les abscisses j:, x\ 05 = 770;» d'où il suit que les triangles rec- Fig, 167. 

tangles OCP, OG'F sont semblables. Donc les points O , C , G sont 
en Ugne droite ; ainsi les afcB CA , G^A', qui dans le calcul sont 
représentés par S , S', correspondent au même angle au centre , 
et sont entre eux comme les rayons des circonférences auxquelles 
ils appartiennent. Ces arcs dont dits semblables. Donc les arcs sem«- 
blables sont entre eux comme les rayons des circonférences dont 
ils font partie. 

Dans réquation S = arc ( sin^ JR faisons j: = R , Tare corres- 
poiidânt à cette |bscisse est un quadrant ; donc si on désigne par 
ir la demi-circonférence, on a S = - «R , et la cil'conférence en- 
tière est alors égale à 2irR. 

Qwidratun du cerck. 

â65.^L'expiCesst(Mi différentielle d'une surface ï)!ane esiydxj 

et dans le cas qui nous occupe dx y/^R^ — a:*; en désignant par A la 
portion du cercle comprise entre Taxe des ^ et l'ordonnée corres- 

/te 1 

, odx (R* — xy ; ainsi la question 

est ramenée à intégrer J dx(W—xy. 
On a: 

J « J « (R — xr J oÇSi'—aff' J o(R '— a:')* 
L'intégrale j ^ a podr expression R"arc [sin^Y 

L'intégrale j — ^ = x (K— xj — J,dx (R'— a:')^ ; en 
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conséquence , substituant dans Tintégrale cherchée l'expression de 
chacune de celles qui la composent , on a : 

résolvant cette équation par rapport hJ ^ (K— xydx , il tient : 

f'.{V-x'hx = iR*arc^sin|) + ^x (R'- j:*)^+ c, 

la constante c est nulle, car pour a:=0 A = 0. 
n«, 167. Telle est l'expression de Faire du trapèze curviligne CAOP. On 
peut arriver directement à cette formule , car la figure CAOP se 
compose des deux aires OCA et OCP; Taire OCP est égale à 

- OP X CP = - a: Vk^— X* ; ensuite OCA a pour expression jR 

multiplié par l'arc qui lui sert de base; or l'arc AC a pour sioiu 
OP, et du triangle rectangle OAP on tire OP = AO X sin (AOC) , 

donc sin (AOC) = ^. Alors Rarcsin(^) est Tare AC; par con- 
séquent COA = ^R'arc (sin^ ) ; donc l'aire CAOP a pour exprès- 

sion - R* arc ( sin - j + - j: \/K'— x\ 

Bans l'expression de l'intégi^ale cherchée faisons jr=R, la sur- 
face qui s'en déduit est celle du quadrant, alors celle du cercle a 
pour expression «R*. 

L'équation 

A===/!rf:r(R"~x>)"« = iR»arc(sin|Wi:r(R'-^? 

montre que si on ne suppose pas connu le rapport de la circonfé- 
rence au diamètre , le calcul ne résout pas le problème de la qua- 
drature du cercle, à cause du terme - R'arc (sîn^j. 

L'aire d'un secteur a pour expression - R'arc (sing j ; elle se 
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déduit de l'aire A en retranchant le triangle OCP dont la valeor 
est-xl/R'— a:*. Ainsi donc sect.COA=:-R'arc/sin^j. Pour 

une autre circonférence on aurait sect.C'OA'= - R"arc ( sin ^, j 5 



sect.COA ^'^^ 
alors 



O'^s) 



sect.COA'" , 

R"arc 



(""ê) 



3C Ju 

Supposons =r = :^, , les points G, G', sont en ligne droite, et 

les angles au centre GOA, GO A' sont égaux, l'égalité devient : 

sect GOA 

\,^^, . Donc les aires de deux secteurs semblables sont entre Fig. 107. 

sect. GOA' • ^ 

elles comme les carrés des rayons des cercles dont ils font partie. 

L'aire du segment GMA a pour yaleur l'aire GAOP diminuée de 

l'aire du trapèze GAOP. En conséquence , 

simplifiant, il vient: 

aire seg, (GMA) = R'arc / sin^ |— - Rx 5 

l'expression -R.r est l'aire du triangle GAO. D'où on voit que, 

pour avoir l'aire du segment , il faut de l'aire du secteur retran- 
cher celle du triangle qui a pour base la corde de l'axe du secteur 
et son sommet au centre du cercle. 



Ellipse, 

266.— L'aire d'une ellipse est équivalente à l'aire d'un cercle 
qui a pour rayon une moyenne proportionnelle entre les demi- 
axes. 

Pour le démontrer, soit une ellipse dont AA', BB' sont les axes; pjg, log. 
sur A A' comme diamètre décrivons une circonférence, et dans la 
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partie au-dessus du diamètre AA' inscrivons un polygone quel- 
conque ACDEFA' ; par ses sommets menons les ordonnées à Vaxe 
AA', ces lignes coupent Tellipse en C, D', F, F; si on jeint ces 
points deux à deux, on forme le polygone A'G'D'Ë'F'A qui est 
inscrit à IVllipse. 

A rinjspection de la Ggure on voit que ces polygones sont décom- 
posés en un même nombre trapèzes ; désignons ceux qui compo- 
sent le demi-cercle par T, T', T", T'", et par T„ T/, T." ceux qui 
leur correspondent dans l'ellipse , on a : 

T'_ CP + DQ 
«HW5 T/~C'P+D'Q* 

Or on a démontré qoe GP:CP::])Q:I)'Q::OA:OB, cToù 

CP + DQ _0A 
C'P-fD'Q ~~ OB' 

T' OA 
En conséquence 7f; = rrn; d'après cela on a la aaite 4e rsp- 

ports égaux T:T.::T':T;::T'':T;'::T'":T,^...::etc. qui donne: 
T+r+r^+r' _0A polyg.(P) _OA 

t.+t;+t/'+t;" "" ob ' poiyg.(P') "" oïï 

L'égalité à laquelle on vient de parvenir existe quel que soit le 
nombre n des côtés. Plus ce nombre croîtra , plus les polygones 
s'approcberont du demi-cercle et de l'aire delà demi-ellipse. Donc, 
d'après le théorème démontré sur les limites , la même égalité sub- 
siste entre les limites du polygone P et du polygone F ; donc 

cer.OA OA 



elL(OA,OB) OB' 

Si sur le demi-axe OB comme diamètre , on décrit une circonfé- 
rence , on démontrerait par les mêmes raisonnements que ci-des- 
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ell.(OA,OB) OA ^ , . ... .,. .^ 

sus , que .\^^ = T^rr. De ces deux égalités on déduit 

' ^ cer.(OB) OB ^ 

cer.(OA) ell.(OA, OB) 

<; ce qui démontre que • 



ell.(OA, OB) cer.(OB) 

eU. (OA, OB) = V/cer.(OA)Xcer.(QB) = tt . OA x OB. 

Donc Taire d'une ellipse est équivalente à celle d'un cercle qui 
a poar rayon une moyenne proportionnelle entre les demi-axes. 

j^ire du segment elliptique. 

267.— On appelle segment elliptique la portion de l'aire d'une 
ellipse comprise entre une corde et l'arc qu'elle sous-tend sur cette 
courbe. 

Prolongeons l'ordonnée QU jusqu'en D , on détermine ainsi le ^ ^^g^ 
segment D'C'A'C/D/, et le segment circulaire DCAC,D.. En pro- 
longeant l'ordonnée CP jusqu'en C, , et joignant les points A, C„ P. 
deux à deux ainsi que les points A , C/, P/, on inscrit , dans le 
segment circulaire et dans le segment elliptique, deux polygones 
du même nombre de côtés, qui sont , en vertu du théorème démon- 
tré plus haut, dans le rapport de OA à OB ; et comme cette relç^ 
tion d'égalité existe, quelque soit le nombre de leurs côtés, on en 
conclut que leurs limites, le segment circulaire et le segment 
elliptique sont entre eux comme OA à OB -, ainsi 

seg.ellipt.(D^gAD^T/) _ OB 
8eg.circul.(DCAp,C,) "" OA' 

Q>mme on sait maintenant évaluer l'aire d'un segment circulaire, 
il s'ensuit qu'pn peut, au moyen de cette égalité, calculer l'aire 
d'un segment elliptique. 

Aire d*un secteur elliptique. 

268. —On appelle secteur elliptique la portion de la surface d'une 
ellipse comprise entre un arc de cette courbe et les deux diamètres 
aboutissant à ses extrémités. 
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Nous alloDS considérer un secteur qui soit divisé en deux parties 
égales par Tun des axes de la courbe, comme on Ta fait pour le 
Fig. 168. s^S*^^!^^* £Q conséquence prenons le secteur D'OD/ ; on voit qu'il 
se compose de deux parties du segment D'G'AG/D/ et du triangle 
D'OD/ ; le secteur circulaire DOD. se compose paiement de deux 
parties correspondant à celles du secteur elliptique. On a démontré 

*»''* sJ^i^icî/rSB' le8 deux triangles DOD., D'OD.'sont 

donc évidemment dans le rapport de DQ à D'Q ou dans celai de 
OA à OB ; donc : 

fri.(DOD,) _ OA 
tri. (D'OD/) ■" OB' 

Réunissant ces deux égalités j il vient *. 

seg.(DCACA):seg. (D'C'AC/D/):: tri. (DODJ: tri. (D'OD/) ; 

seg.(DCACA) +tri.(DOD,) _ OA 

^ ^^ seg. (DCAC/D/) + tri. (D'OD/) ^ OB * 

Or les termes de la fraction constituant le inremier membre de 
cette ^alité sont les secteurs dont il s'agit ; donc 

8ect.ell.(D0D/) _ OA 
sect.circ.(DOD.) ^ OB* 

Donc, à Taide de cette relation, on pourra calculer un secteur 
elliptique quelconque dont la corde de Tare sera perpendiculaire à 
Tun des axes de la courbe. Si on désigne par a^b les demi-axes 
d'une ellipse et par S Taire de cette courbe , on a S = irab. Dési- 
gnons en outre par a!^ b' les longueurs de deux demi -diamètres 
conjugués faisant entre eux un angle « -, on sait que ab= a' b'sina , 
donc S = TTa'^'siua. Or si de l'extrémité du diamètre b' on abaisse 
une perpendiculaire sur le diamètre a', cette ligne a pour longueur 
b'sinoL. Donc l'aire d'une ellipse est équivalente à celle d'un cercle 
qui aurait pour rayon une moyenne proportionnelle entre un 
demi-diamètre quelconque et la distance, de Textrémité de son 
conjugué, à ce diamètre. On va démontrer ce théorème directement. 



Digitized by LjOOQ IC 



DU SECOND ORDRE. 3&>5 

Soient BB', AA' deux diamètres conjugués, sur BB' décrivons 
une circonférence, puis aux points O, P, Q , menons des perpen- 
diculaires à BB', ces lignes coupent la circonférence aux points G, p. ^^^^ 
D, £ , By qui joints deux à deux forment avec les rayons OC, OB' 
une portion de polygone inscrit; par les points P, Q menons les 
parallèles PC, QD' à OA', et joignons les points A', G', D', B' deux 
à deux, on forme ainsi une portion de polygone qui est inscrite à 
l'ellipse. 

Désignons pour abréger , les trapèzes OGDP, PDEQ , QEB' par 
T, T\ T' et les trapèzes correspondants dans l'ellipse par T, , T/, 
T,"} si au point on élève une perpendiculaire OS à AA', on aura 

milieu R de OP et menons par ce point les lignes RI perpendicu- 
laire à BB' et Rr parallèle à AA', alors 

«èa:2£=Rr, »2±«£=r,, 

À À 

« 

donc T=RIxOPetT.=IU'xOH. Donc 

T _ RI X OP 
T. ~ RI' X OH" 

Si on suppose les points de division infiniment rapprochés, les 
points I, l' peuvent être considérés comme appartenant aux courbes, 
alors en vertu de théorèmes démontrés , on a : 

RÏ* Ob' rF' ÔT 



OB'— OR* OB" OB'— ÔR" Ob" 
Ri OB 

•^^"^ Rr=ôÂ- 

En outre, à cause des triangles semblables HOP, LOB' on a 

OP OB' 

gn = -^î si on considère les deux triangles semblables LOB', 

AOK, on en tire j^- = --7^, en conséquence les deux dernières 
UL Aiv 

égalités donnent : 
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T _ RI X OP _ PB OA' _ PB 
T, M'XPH "" PA ^ A'K ~ A'K' 

«TV QD 

On anrait trouvé pareillement 7^7 = 77^ i donc 

T+T'+T"+... _ PB polyg. (CPB'ED) PB 

T.+T/4.T."+... AK ^^ polyg. (APB'D'C')~AK' 

Passant aax limites , on a : 

1^1^=:^, d'Où ellip.(PA,PB)n=^BxA'K. 
C'est ce qu'il (allait démontrer. 
, Aire d'u/a segment elliptique quelconque. 

269.— Prolongeons l'ordonnée PC jusqu'en C/, et Fordonnée PD 
jusqu'en D,. On démontrerait comme précédemment que 

seg.en.(gFC/) _ OB 
^»- *^^- 8eg.cir.(DB'D.) ^ A'K" 

Donc l'aire d'un segment elliptique quelconque peut être déter- 
minée quand on donne les deux diamètres conjugués relatifs à la 
corde sous-tendant l'arc qui le détermine , et la longueur de cette 
corde. 

Aire d'un secteur quelconque. 

Joignons le centre aux points G et C/, puis à D et D,, on forme 
ainsi deux secteurs , l'un elliptique et l'autre circulaire. D'après la 
figure, on voit que sect. ell. (C'B'C/) =tri. (COC/)+seg. ell. 
Fig. 169. (C®'*^x') et sect. cir. (DB'D,) = tri. (DOD,) + seg. cir. (OB'DJ. Les 
deux triangles DOD,, C'OC/sont entre eux comme les produits 
PD X OP et PC X OH. Or on a prouvé plus haut que ces produits 
sont dans le rapport de OB à OA. Donc 
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tri. (DODJ _ PB 
tri.(G'OC;)""A'K' 

et comme on a : ' 

seg, cir. (DB^D,) _ PB 
seg.eU.(C'B'C;)^ A'K? 

il s'ensuit que 

tri. (PPD,)+seg. cir. (DVD,) PB 
tri. (CPC;)+ seg. ell. (CB'C/) "^ A'K ' 

c'est-à-dire que 

sect, eU.(gPC/) _ ATL 
sect. cir. (DPDJ Pf* 

En résumé on voit que les quadratures de l'ellipse , d'un secteur 
et d'un segment elliptique, se ramènent à celles du cercle, des 
secteurs et segments circulaires. 

L'eiLpression générale de l'aire d'une ellipse est celle d'un cercle 
dont le rayon est moyen proportionnel entre un demi-diamètre , 
et la distance de l'extrémité de son conjugué à ce diamètre. Si les 
deux diamètres conjugués sont les axes, cette distance est le demi 
second axe de la courbe , et l'aire a pour expression celle du cercle 
dont le rayon est moyen proportionnel entre les demi-axes. 

Du théorème qu'on yieut d'énoncer, il résulte que si deux ellipses 
ont un diamètre commun , leurs aires sont antre elles comme les 
distances de ce diamètre aux extrémités de ceux qui lui sont con- 
jugués dans ces ellipses ; si ces dislances sont égales les ellipses sont 
équivalentes. 

270.-- Nous allons appliquer le calcul à la recherche de l'ex- 
pression de l'aire d'une ellipse. Soient a'^ b' deux diamètres cou- 
jugaés faisant entre eux l'angle a. 

L'équation de l'ellipse rapportée à ces deux diamètres est ^z'!r*+ 

b' i 

^'V = a"6'% d'où on tire jK=-7 {a'^-^xy. L'expression diffé- 
rentielle d'une surface plane est j^ sina^x, a étant l'angle des axes 
de coordonnées , donc en désignant par S une portion d'aire ellip- 
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tiqae comprise entre Taxe des y et Tordoimée correspondant à 
l'abscisse X, on a: 

je 

S= I ^sin««— ^'')^-^t 
intégrant, il vient : 

S=-7sina f- x\/a'* — x* + ^'* ^^ (^î^ -rjl+^f 

la constante c est nulle , car pour x == 0, S=0 puisqae les aires 
sont comptées à partir de Taxe des x- 
Faisons y dans la valeur de S, a: = a\ il vient : 

et par suite la surface totale de Tellipse a pour expression i^a'b' sin a. 
Pour déduire de la formule générale celle d'un segment, il faut 

retrancher de l'égalité S. = l'intégrale générale membre 

à membre, et multiplier les deux membres de celle qu'on obtient 
par 2 , d'après cela il vient : 

2 (S. — S) = seg. eU. (C'B'C/) = 

=21—4— b '^^i ^^^— ^ +2^ ^'^''"^7 J r 

= -7Sina I - «a'*— a:V/ût'*— a:*— o^'arcsin (-7] J ; 

Ftg. io9« on voit que la partie entre crochets est l'aire d'un segment cir- 
culaire dont le rayon est d et dont l'abscisse de l'extrémité de l'arc 
est x^ celle de l'extrémité du segment elliptique ; donc 

seg.ell. (CB^C/) _ U . 
seg.cir.(DB'D,)"~a'"^"' 

Cherchons Taire d'un secteur elliptique , soit le secteur G'OC/ 
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dont on demande Taire, on voit qu'ayant Texpres^on de celle du 
segment C'B'G/, il suffit d'y ajouter l'aire du triangle C'OC/ dont 

h' 

l'expression est PC' x OP sin a = — a: sinaV/^"— ^'. En consé- 
quence , on a : 

sect. ell. (C'OC;)= ^ siuaH i^a!'^x\/^^^*^a'* arc sin (5)1+ 

+ -; jc sin a V^a'"— x^l 

réduisant, il vient: 

sect. en. (COC/) === |J sîna ri Tra'' -- 12'* arc sin (5^ 1 . 

Or le facteur entre crochets est l'aire du secteur circulaire dont 
le rayon est a', et dont l'extrémité de Tare a même abscisse x que 
celle de l'extrémité de l'arc du secteur elliptique , donc on a : 

sect. ell. (gOC/) _ V . 
sect. cir. (DODJ a'^*°"* 

On voit que les résultats donnés par des considérations géomé- 
triques se déduisent aisément de l'intégrale générale 

S= ~ sina n x'Va!*-x'+ \ d' arc 8in('|')T 

Supposons les diamètres conjugués rectaugulaires, ainsi arrigo*"» 
sin a = ly alors ils deviennent dans cette hypothèse les axes, l'ex- 
pression de l'aire de l'ellipse qui s'ensuit est S =7ra&. 



Rectification de l'ellipse. 
27i.— L*expressîon différentielle d'un arc de courbe est 
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Téquation de Tellipse rapportée à son centre et à ses axes étant 

^V+*''^*= ^'*% pour avoir Télément d*un arc elliptique tirons 

dv 

•j- de réquation de la courbe, et substituons-ën la valeur datis 

l'expression générale iedS^ il vient : 



i 



-=-('+^7)=-(^t?^) 



Substituant à >"* sa valeur y = — (a"— a:'), on a 



Par conséquent 

Cette intégrale ne permettant pas d'obtenir la valeur de Tare , 
nous ^posëi*ons plus tard une autre méthode qui donne par ap- 
proximation les longueurs des ares d'une courbe déterminée, alors 
celles d<es arcs de Fellipse s'en déduiront comme un cas particulier. 

Hyperbole. 

272.— Dans une hyperbole on appelle segment , l'espace compris 
enlre un arc et la corde de cet arc. 

On donne le nom de secteur à l'espace compris entre deux dia- 
mètres et l'arc qu'ils interceptent sur la même branche. 

Un segment et un secteur sont dits correspondants , lorsqu'ils 
sont déterminés par le même arc. 
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r' Théorème. 



273.— Tout diamètre dans l'hyperbole qtit divise là eorde ffvm 
arc en deax parties égales partage le segment et le secteiir corre»> 
pondant chacun en denx parties équivalentes. 

Soit rhyperbole (MNP, M'N'P') , prenons Tare CMD et tirons le Rg. "0. 
diamètre OI passant au milieu 1 de la corde CD, il faut prouver 
que les deux surfaces GIN, NID sont équivalentes. 

Pour cela y sur la ligne 01 prenons plusieurs points entre N et I, 
soient H , F, G, etc., et menons par ces points des parallèles à la 
corde CD. Ces lignes coupent la conrbe en B, B', B", É,, B/, S/'; 
joignant ces points deux à deux on forme 1^ deux polygones 
INBB'B" et INB,B/B;', qui sont équivalents, car ils se composent 
de trapèzes deux à deux équivalents , comme ayant des bases égales 
et même hauteur. En conséquence si on désigne le premier poly- 
gone par P et le second par F, on a polyg.P = polyg.F. Cette 
égalité existe quel que soit le nombre des côtés ; alors si on le fait 
augmenter, les polygones P, P' iront en convergeant vers leurs li- 
mites, les triangles mixtilignes INC, IND. Alors d'après le théo- 
rème démontré sur les limites de deux quantités variables toujours 
égales, on a aire(INC) = aire (IND). Donc le segment CMD est 
divisé par le diamètre 01 en deux parties équivalentes. 

Démontrons maintenant que le secteur OCMD est divisé par le 
diamètre 01 en deux parties équivalentes. Les deux triangles OIG, 
OID sont équivalents comme ayant des bases égales IC, ID et 
même hauteur, leurs sommets étant au même point 0, et leurs bases 
sur la même ligne. Donc si du triangle OIG on retranche la surface 
INC 9 le reste, le secteur ONC, est équivalent à ce qui reste du 
triangle OID quand on en a enlevé la surface IND, c'est-à-dire le 
secteur OND. Donc si on joint le milieu de la corde de Tare d'un 
secteur au centre, le diamètre qu'on obtient divise ce secteur en 
deux parties équivalentes, ainsi que le segment formé par la 
corde. 

ir Théorème. 

274.— Dans une hyperbole, si deux segments ou deux secteurs 
sont déterminés par deux arcs compris entre deux parallèles , ces 
segments ou ces secteurs sont équivalents. 

Soient deux lignes parallèles RR', PF' déterminant deux arcs Fig. 170. 
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formant les secteurs PORS, P'OR'S', et les deux segments PRS, 
FR'S'. 11 faut prouver que seg.(PRS) = seg.(P'R'S') et que 
sect. (PORS) = sect. (P'OR'S'). A cet effet, joignons le milieu R de 
la corde RR' au centre O , le diamètre OR passera au milieu de la 
corde PF. Il suit de là que les triangles mixtilignes PR'JV', PRIS' 
sont équivalents, ainsi que RKN', R'KN'. Donc 

tri.mixt.(PK'N')— tri.mixt.(RR'N') = tri.mixt.(PK'N')- 
— tri.mixt.(R'KN'), 

égalité qui se réduit à 

trap.mixt.(P'K'KR) = trap.mixt.(P'K'RR'). 

Les trapèzes ordinaires PK'KR, P'K'KR' étant équivalents comme 
ayant des bases égales et même hauteur, on a .- 

trap.mixt.(PK'KR) — trap.rectî. (PK'KR) = trap-mixt.(FK'KR')- 
— trap.recti.(P'K'KR') 

ou seg. (PRS) = seg. (P'R'S'). 

Les lignes PF, RR' ayant ppur milieux les points K', K, les 
cordes PR , P'R' vont couper le diamètre OK au même point. Les 
triangles OQP, OQP' qu'on vient de former sont équivalents comme 
ayant même base OQ, et même hauteur, car leurs hauteurs étant 
les perpendiculaires TP, T'P' à OQ, on a : 

TP = PK'sin«, T'F=:P'K'sina5 

et comme PK = P'K' par construction, TP = T'P'. Les triangles 
OQP, OQP' sont équivalents pour les mêmes motifs que ci-dessus. 
En conséquence, 

tri. (OPQ) - tri. (ORQ) = tri. (OFQ) - tri.(OR'Q), 

ou en réduisant , 

tri.(POR) = tri.(FOR'). 
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Retranchant de ces triangles les segments correspondants qu'on a 
démontrés équivalents, il en résulte : 

* sect.(FOR'S') = sect.(PORS). 

Ce qu'il fallait prouver. 

Il y a égalité entre ces secteurs et entre ces segments, lorsque les 
parallèles qui les détermineni sont perpendiculaires sur les diamè- 
tres qui les divisent en deux parties égales. Pour le prouver il suffit 
de faire tourner ta partie supérieure de Thyperbole autour du dia- 
mètre qui est dans ce cas l'axe transverse, de manière à la rabattre 
sur la partie inférieure. Dans cette position on démontre aisément 
que les secteurs et les segments coïncident. 

III* Théorème. 

275.— Si dans deux hyperboles différentes, deux secteurs ou 
deux segments sont déterminés par deux arcs ayant même corde et 
une tangente commune parallèle à cette corde, ces segments ou ces 
secteurs sont équivalents. 

Soient APB, AQB deux arcs d'hyperboles différentes, ayant 
même corde AB et une tangente commune PQ parallèle à AB , il 
faut prouver que 

seg.(APB) = seg.(AQB) et sect. (AOB) = sect. (ACB). 

Pour cela joignons les points de contact P, Q au milieu de la corde 
AB, les lignes MP, MQ sont deux diamètres, soient P', Q' leurs 
secondes extrémités. Aux points P', Q les tangentes aux hyperboles 
respectives sont parallèles à la tangente PQ , et de plus ne font 
qu'une même ligne droite. Il suit de là que les centres , O' des . 
deux hyperboles sont sur une même ligne parallèle à PQ. Cela 
étant, tirons la ligne HR parallèle à PQ, les cordes HR, H'R' sont 
des ordonnées relatives aux diamètres OM , O'Q j en conséquence 
on a les deux égalités 

m _ RPxBF or'— ôp bPr^' cS^'-^ôq' 

AM^~"MQxMQ'""p^^_OP^' Âm'"^0^ -0^\ t. 
A cause des parall^ei 00', PQ , RR*, on a : , 



ng. 171 bis. 
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ôm' pm' ôp' 



d'où on déduit ; 



O'JM QM OQ 



QM— QP _ or'— OP QM--QP OM~-QQ' 

OM ~Ô^' "" &K—(y^ ^'— ÔP" "" Ô^ ~â<? 

Ce qui prouve que HR = Il'R'. 

Donc les ordonnées des hyperboles situées sur une même paral- 
lèle à la corde commune sont égales. Alors si on décompose ^ 
comme on Ta fait précédemment, les segments en un grand nombre 
de trapèzes reclilignes , on démontre que ceux qui se correspon- 
dent dans les deux courbes, c'est-à-dire ceux formés par les mêmes 
parallèles, sont équivalents. De là on conclut que les segments 
APB , AQB sont équivalents. 

Joignons les points A, B aux ceiitres 0, 0\ on forme ainsi deux 
triangles qui sont équivalents , puisqu'ils ont même base et pour 
hauteur la distance des parallèles AB et 00^ Ainsi on a : 

tri. (AOB) — seg. (APB) = tri. (AO'B) — seg. (AQB) , 

égalité qui se réduit à 

sect.( AOB) = sect. (AO'B). 

Done È\ , dans detix hyperboles , deux segments ou deux sec- 
teurs sont formés par deux arcs ayant une corde commune , et une 
tangente commune parallèle à cette corde, ces segments ou ces 
secteurs sont équivalents. 

IV* Théorème. 

â76, — Si^dans deux hyperboles qui ont tm diamètre commun et 
une tangente commune à Tune des extrémités de ce diamètre , on 
prend deux secteurs ou deux segments déterminés par des arcs 
compris entre fà tangente commune et une parallèle à cette ligne, 
^es segments ou ces secteurs sont entre eux comme les diamètres 
conjugués de celui qni est commun aux deux hyperboles. 

En effet, soient PAF, QAQ' deux yperbajes ayant le diamètre 



4 
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comman OA et tangentes à la droite MAM'. Si on mène la corde 
CG parallèle à MAM', on détermine ainsi sur chaque courbe un 
segment et un secteur. II faut prouver qu'on a : 

, seg.CCAC) : seg. (DADO :: HH' : GG', 

et «ect. (COC) : sect .(DOD') : : HH' : GG', 

les lignes HH', GG désignant les diamètres conjugués de OA dans 
les deux hyperboles. • 

Pour cela remarquons que les lignes CC', DD' sont dans chaque |r,g, x7]. 
courbe des ordonnées au diamètre OA , alors on a : 

cb"=^,(ob-Ôa'), Bb=^(ôb---oa-). 

OA OA 

^ BC OH 

^^''^ b5==ôg- 

Maintenant si entre les points A et B on tire une série de paral- 
lèles à ce, soient aa, aV, a"a!\ etc., ces lignes, en coupant les 
hyperboles, déterminent des points qui, joints ^deux à deux, for- 
ment les polygones CBAaaV...., DBApp'p"...., qu'on va démon- 
trer être entre eux comme OH est à OG. Considérons les deux 
trapèzes ^pp'a', ^a^'a', ils ont même hauteur ^ donc ils sont entre 
eux comme a^ + a'p' est à aa + a!oJ. Or on a : 

donc ap -|- a'^' : aoL+ a' J :: OG : OH. 

Ainsi, en désignant par T, 'F, T" les trapèzes conteqtus daus le 
demi-segmeni CAB , et par T, , T/, T," ceux contenus dans le 
demi-segment DAB , on a : 

T:ï. ::T':T; :: T":T;'....^::0G :OHî 

de là on déduit : ^ 

T-^T'-Hr+rr..* ;t.+t;-|-t;'-|-t/''... :: oh:og. 
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Donc les polygones CBAaaW".,.. et DBApp'p'p'".... sont entre 
eux comme OH : OG, et par conséquent leurs limites sont dans le 
même rapport. Donc 

tri.mixt.(CBA) : tri.mixt.(DÊA) :: OH : OG, 

et comme on a prouvé que seg.(GAC') = 2tri.mixt.(CBA), 
seg. (DAD') =2 tri. mixt. (DBA), on a : 

seg. (CAC) : seg. (DAD) :: OH : OG :: HH' : GG'. 

Les triangles COG', DOD' ayant même hauteur sont entre eux 
comme leurs bases ; ainsi 

tri. (COCO : tri. (DOD) : : CC \ DD' : : BC : BD. 

Or BC:B»::OH:OGi donc tri.(COG'):tri.(DOD')::OH:OG. 

Mais on a seg.(CAC') : seg. (DAD') :: OH : OG ; ainsi 

tri.(COC) : tri. (DOD') :: seg. (CAC) : seg. (DAD). 

De cette proportion on tire : 

tri.(COG)«-seg.(CAG') : tri.(DOD') — seg.(DAD') :: tri.(COG) : 

:tri.(DOD')::HH':GG', 

ou , sect. (COCO : sect. (DOD) :: HH' : GG'. 

Donc si, dans deux hyperboles qui ont un diamètre commun et 
une tangente commune à Tune des extrémités de ce diamètre, on 
prend deux secteurs ou segments déterminés par des arcs compris 
enfre la tangente commune et une parallèle à cette ligne, ces seg- 
ments sont entre eux comme les diamètres conjugués de celui qui 
est commun aux deux hyperboles. 

• V Théorème. 

277.— Si des exlrômUésïua arc d*hyperbole déterminant II 
secteur, on mène delx droites parallèles à Tiine des asymptotes. 



Digitized 



Digitized b? VjOOQ IC : 



i 



f 



DU SECOND ORDRE. 357 

on forme avec Taotre asymptote et la courbe , un trapèze hyperbo- 
lique dont Faire est égale à celle du secteur correspondant. 

Soit ACB Tare d'hyperbole , menons AD, BE parallèles à Fasymp- pjg ^^^ 
tote OR, il faut démontrer que le trapèze ADEB est équivalent au 
secteur AOB. Pour cela tirons BH , et AG parallèles à la seconde 
.asymptote OR'. Par cette construction on forme les deux parallélo- 
grammes OHBE, ODAG qui sont équivalents, car OG=OE, 
OD=OH, donc les triangles OBE, OAD qui en sont les moitiés 
sont équivalents, alors on a OAGRE— tri. OAD = OACBE — 
tri. OBE , égalité qui se réduit à trap. DACBE=:sect. OACB ; c'est 
ce qu'il fallait prouver. 

Donc si des extrémités d'un arc d'hyperbole on mène des paral- 
lèles à l'une des asymptotes, on forme avec la courbe et l'autre 
asymptote , un trapèze hyperbolique équivalent au secteur corres- 
pondant. 

Vr Théorèmb. 

â78.--Deux secteurs pris dans une même hyperbole sont équi- 
valents lorsque les axes de coordonnées étant les asymptotes, les 
ordonnées des extrémités du premier sont proportionnelles aux 
abscisses des extrémités du second. 

Soient Oz, Oz' les deux asymptotes, je prends la première pour 
axe des y y et la seconde pour axe des x j soient PQ, MN les deux 
arcs de l'hyperbole QPMN , pour lesquels on a OH • OG :: OC : OB, 
il faut prouver que les deux secteurs POQ , MON sont équivalents. 
Pour cela, par les autres extrémités des arcs PQ, MN, menons 
des parallèles aux asymptotes, on forme ainsi les parallélogrammes 
OLQH, ORPQ, OBMT, OCNS qui sont équivalents et équiangles; 
joignons les points P et M , Q et N. Pour démontrer le théorèniô, ., 
il suffit de prouver que ces sécante^ sont parallèles. Les triangles 
qu'on vient de former, GPF', BMF sont semblables , de ipéme que 
HQE', GNE; on a en conséquence : 



MF BM BF 


NE CN' CE 


PF ""GE^^GP' 


Q£'"~HK "HQ* 



Fig. 173. 

maispn a prouvé que MF = PF, NE = OE', âlor^des é^lités 
précédentes on déduit MB=GF', BF=GP,'NC==HE', CE=HQ. ^ ^ ^ 
Des propriétés dont jouissent les parailéfogrammes formés »par" 
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les coordonnées des extrémités des arcs, on tire OBxBM = 
OCx CN, OGX GP^OH X HQî égalités qui fournissent les 
suivantes : 

BM_OC GP OH 

CN"^OB' HQ'^'OG' 

OB OC 
mais, en vertu deThypothése 7^ = t^ti ^t de ce que GP=BF, 

UL un 

BM BP 
HQ =G£ , on a ;Tirr = r^ ; donc les denx triangles BMF et CNE 

sont semblables puisqu'ils ont un angle égal compris entre côtés 
proportionnels. Il suit de là que les secteurs correspondent à des 
arcs compris entre deux parallèles, donc ils sont équivalents. 
Donc deux secteurs dans une même hyperbole sont équivalents, 
quand les axes de coordonnées étant les asymptotes , les ordonnées 
des extrémités de Tare déterminant le premier secteur sont pro- 
portionnelles aux abscisses des extrémités de Tare déterminant le 
second. j 

279.— Supposons que l'arc hyperbolique PM soit (el qu'on ait 
OR:OB:OG::OG:OH. Les secteurs POQ, POM sont, en vertu 
du théorème précédent , équivalents , puisque les abscisses OR, OB 
sont proportionnelles aux ordonnées OG , OH , de même les sec- 
teurs POQ, MON sont équivalents, puisque OB:OG::OG:0H. 
Donc si on prend le secteur POQ pour unité , on aura sect. Q0M=2, 
sect. QON = J; dans ces inégditéson peut remplacer les secteurs 
QOP, QOM, QON par les trapèzes hyperboliques équivalents, en 
conséquence on a .- 

trap. LQPR = 1, trap. LQMB=2, trap.LQNC=3,etc. 

On conclut de là que les abscisses croissant en progression géo- 
métrique, les secteurs correspondants, ou les trapèzes qui leur 
sont équivalents , croissent en progression arithmétique. 
' Donc les secteurs OQP, OQM, OQN sont les logarithmes des 
abscisses oft , OB , OC dans un système dont la base dépend de 
* l'angle de asymptotes zOz'. 

280.— iNoqp allons maintenant, à Taide du calcul, démontrer le 

théorème qu'on vient d'énoncer. Soit ABGD une branche d'hyp^r- 

\ bote dont Oz, Oz' sont les asymptotes , si on prend ces ligne» po^ 
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axes des coordonnées , et qu'on désigne leur angle par p , Véquation ^ 
de rhyperbole sera xy=: m\ 

Considérons une suite de points A, B, C, D dont les coordonnées 
sont {x\ y'), {a:'\ 7"), {x"\ y'"); si par ces points on mène des pa- Flg*i7û. 
rallèles aux axes , on forme les parallélogrammes AmBba^ Bm^cb^ 
Cm"dc^ etc., dont les aires ont pour expressions : 

/(x"--jr')sinp, y'{x'"-^x")sin?, y"(x'^ — Osin?; 

les points A , B, G , D appartenant à Fhyperbole, les ex^essions 
ci* dessus deviennent : 

Supposons que les points A, B, G, D soient tels que leurs ab- 
scisses croissent en progression géométrique dont la raison soit x\ 
alors 

x"=x'% x'^'^x'^ x'^=x\eic. - 

Les expressions des aires des parallélogrammes AmBéa, HnJcby 
Cm"ûfc, etc., deviennent: 

(a?'— l)m"sinp, (a:"' — 1)m^siDp, (x'— l)w*sinPî 

de là on conclut que les aires comprises entre les ordonnées Aa et 

B^, ka et Ce, Ka et Dd ont les valeurs suivantes : 

(0?'— l)w*sinp, 2(x' — l)m'sinp, 3(a?*— l)m*sinp. 

Maintenant si on met sur une même ligne les abscisses 1 , ^, - 
x'*, x'^^ etc., et sur une autre ligne inférieure les aires correspon- 
dant à ces abscisses , c'est-à-dire comprises entre l'ordonnée du 
point dont x = i est l'abscisse, et celle correspondant à l'abscisse, 
considérée: 

1 • x' x" ■ ' x'^ x'^ 

0, {x'^i)m%m% 2(x'— l)m'sinp, ^x'^l)m'smp,^{x'—i)m's\xï^ , * 

on reconnaît que les aires forment une progr^sion arithmétique 
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commençant par zéro , que les abscisses forment une progression 
géométrique dont le premier terme est Funité et la raison x'; donc 
les aires sont les logarithmes des abscisses correspondantes. 

Ce théorème qu'on vient de démontrer ne s'applique jusqu'ici 
qu'à Faire de la surface polygonale aAmBmCm'^Bd, mais comme 
on n'a nullement supposé dans la démonstration que a/ avait une 
certaine valeur, il s'ensuit que le théorème a lieu pour des points 
infiniment rapprochés , et par suite pour les aires hyperboliques, 
puisqu à mesure que les points A, B, G, D se rapprochent les uns 
des autr^ les points m, m\ m" se rapprochent de la courbe et à la 
limite, les parallélogrammes Amba^ Bm'cb sont des éléments d'aires 
hyperboliques. 

Donc lorsqu'une hyperbole est rapportée à ses asymptotes, les 
aires sont les logarithmes des abscisses correspondantes. 

281. — Désignons par £ la base du système de logarithmes, la 
quantité E doit être telle qu'élevée à une puissance marquée 
par l'un des termes de la progression par différence , elle produise 
le terme correspondant de la progression par quotient; on a en con- 
séquence E**^^ '"*'''* ^*" = x, mais 00^^=: a:. Donc .r'= J/^j:, alors 

n _ 

l'équation devient E''^^'^~'^'^''*"^=^. Par cette équation, on voit 
que la base du système de logarithmes est dépendante de l'angle 
des asymptotes! 

Supposons que les axes soient rectangulaires ^ = 90*, alors 
sinp=:l, 77i'=i, par conséquent Féquationqui doit servir à dé- 

n _ • 

terminer E, est E^ ^'^^""* =0: ; dans ce cas Fhyperbole est équila- 
latère, soient A^', Ax ses asymptotes. Prenons sur les deux hy- 
perboles AD, A'D'^ les aires correspondant aux mêmes abscisses; 
Oa étant toujours égal à i , l'aire aADd= n (x' — 1) /w'siop. En- 
suite Faire aAD'dss: n{x' — 1) , donc en désignant par S, s les deux 
* aires en qoestion , on aura : 

- = .^ — — L d ou on tire S = sm* smp ; 

.* 5 n{x—i) 

fâr c/ Ito formule , on voit que connaissant Faire hyperbolique re- 
lative à uîie abscisse dans une hyperbole oquilatcre , pour obtenir 
cellejelative à la niéaie abscisse dans, «ne hyperbole donnée, il 
faut mu^liplier^'aire connue par m'siiip, cette quantité w'sin? 
porte le nooj de module. 
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On va maintenant détenniner la base du système de Ic^aritbmes 
donnant les aires hyperboliques lorsque la coarbe est une hyper- 
bole éqnilatère. Ces logarithmes, nous les désignerons par la 
lettre /, ainsi dans Thyperbole éqnilatère , 5 = /. j: ; donc , dans une 
hyperbole quelconque dont p est Tangle des asymptotes , et m' la 
puissance, on a S=m'sin|B/.j:. Les logarithmes qui expriment les 
aires d'une hyperbole éqnilatère sont dits népériens , parce que 
c'est Néper qui en est Finventeur. 

Pour que Tégalité s=zl.jc donne toutes les aires, il faut que 
celles qui sont à gauche de A'a , correspondant à^ne abscisse 
moindre que l'unité dont le logarithme est négatif, soient néga- 
tives ; c'est èe qui a en effet lieu. Car soit Tare A'B', si on tire 1^ 
ordonnées de ses deux extrémités, on aura : 

MB'A'N = /.j^. 

Mais A'B'P/z = ONA'a + MFA'N-B'POM; 

et si on remarque que l'hyperbole étant éqnilatère , MB'PO est 
égal à NA'aO, il s'ensuit que 

A'aPB'= MB AN = /. r = /. i = — /. x, 

X 

Donc s:=:Lx est une formule qui s'applique à tontes les aires, 
soit à droite de A'a, ou à gauche de cette ordonnée. Dans le pre- 
mier cas elles sont positives , dans le second négatives. 

^'après tout ce qui vient d'élre dit , il ne nous reste plus qu'à 
déterminer la base du système des logarithmes népédens. ^' 

L'équation E** ^ *=x doit exister, quel que soit x et quel que * 
soit n ; alors nous allons prendre la valeur de x telle que l'expo- 
sant /iVvV'a: — i) soit l'unité pour » = oc. Dans cette hypothèse 
E=x ; ainsi la valeur de jc, qui satisfait à l'éqnation ntp^x— 4)=1 * 
pour n = oc , est la base du système des logarithmes Inépériens. 

l/équalionn(|>'7— l) = l donne .r = (l-f -] ; développant • 

» ' 1 

il vienji en ordonnant par rapport à - : - . ' ' 
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Le second membre de cette égalité peut se mettre sous la forme ! 

+(i-é)(5-è)(ï-^) +**«'• 

Maintenant supposons n = oc , il vient : 

j: = 2 + - + -.- + -.-.- + etc . 
^2 ^2 3^2 3 4 ' 

Telle est la râleur de x« qui rend pour n=oc l'exposant 

' n ( kT— l) = 1 . D'après ce qu'on a dit plus haut , cette valeur , 
qu'on désigne ordinairement par e, est la base du système des lo- 
garithmes népériens. 
Le nombre e en fraction décimale a pour expression : 

«==2,718281828459045, 

en s'arrétant aux onze premiers termes delà série e = 2,71828l8* 
282— On peut du reste montrer» sans avoir recours à la se- 
> cherche du nombre e en fraction décimale , qu'il est incommensa- 
rable. 
La valeur du nombre e étant la série 

^est plus grande que 3 , puisque la quantité jointe au nombre 2 est 

-* essentiellement positive { on va montrer qu'elle est moindre qvc 3, 

1 11 111 
c'est:à-dire que - + -.- -f - -.--f etc. est plus petit ^e 

Tunité. * # <. / 
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1 11 111 

En effet , comparons l'expression x+Z'ô~^Z''^'r'^ ®*^' ^ ^* 
série -+ (5) + (5) + etc. , dont les termes sont ceux d'une 

progression par quotient dont la raison est -. On voit que les termes 

de la seconde série sont plus grands que les termes de même rang 
dans la première i donc la seconde série a une valeur plus grande 
que la première ,• or cette seconde série est égale à l'unité, car la 
somme des termes d'une progression par quotient est 

a étant son premier terme et q la raison , expression qui montre 
que cette somme a pour limite — — , q étant < 1 ; or, dans le cas 

1 q 
1 1 

qui nous occupe , û = -> î==5î donc 8 = 1. 

Maintenant il nous reste à montrer que le nombre e ne peut être 
représenté par aucune fraction rationnelle. En effet, supposons 

- =e, la fraction r nous pouvons toujours la considérer comme 

irréductible , il vient : 

f ^2J.l4.i--L.-i I- -L._i_-L._l_J. 

6 "" ^2^2.3 ^2.3.4^'***^ 2.3...^^^ 2.3...^^(6-|y:l) ^ 

+ 1.2.3...6(6 + l)(6+2)^'^*^' 

Multiplions les deux membres de cette égalité par 2,3.4. . .(6—1)*. 
Tous les termes du second membre deviennent des nombres entiers 

1 / . 

jusqu'au terme --r — , , , . . En coni^quçnce <Jn a : - 

• ' 1 

<xx2.3.4 ....(6 — 2)(Z^-T'l^ = un, nombre entier + r^-r— + 

* 4. 7 » I î 4-"Gtr 

^ (6+i) (6+2) ^ (b^i){p^ 2) (6 + 3) ^ -' ' 
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La série qni sait le nombre entier dans le second membre a 
évidemment une somme moindre que celle de la série 

ë 

Or cette dernière étant la somme des termes d'une progression 
géométrique décroissante, a pour valeur r,- en conséquence de 

l'hypothèse r = « , il résulte que 

a X 2.S...(6 —2) (fc — 1) = un nombre entier + 5^, B étant > 1, 

. i_ 1 , 1 , , 

égalité qui est absurde. Donc la base du système des logarithmes 
népériens ne peut être représentée par une fraction rationnelle. 

283.— Le nombre e se trouve souvent sous la forme d'une %èm: 
alors il est très-hnportant de connaître quelle est Terreur que Von 
commet lorsqu'on s'arrête dans cette sérje à un certain terme. 

Du théorème de Taylor on déduit l'égalité 



'2.3-../1 ^ ^ ' '2.3.../i(/i+t)' 
Si oto fait x = et qu'on remplace h par x , il vient : 

1.2.3.../i(«-|-l^ ♦ 

Cette série , due à Stirlîng , est généralement attribuée à Maclau- 
rin, dont elle porle au reste le nom. On voif qpe celte sgrie est* 
convergente,' si/(6j7) ne peut prendre gue des valeurs Onies, 

* •* 

* DigitizedbyLjOOQlC' •*' . 
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6 variant entre et Fanité, puisque le facteur - t \a\ 

décroit rapidement à mesure que le nombre n augmente. 

Appliquons la formule de Maclaurin au développemant de 
l'exponentielle a*. On sait que la dérivée de Tocilre n de û* est 

rûa*=-r-^. Alors, sionfaita: = 0, ona/*(0) = r^. En con- 
ax 

séquence il vient : 

^ 1.2.3.. .n (71+1) 

Remplaçons a par e , alors Z^zss: 1 , car on a e^-=a , d'où^=/^. 
Or si on fait ât=e , l'égalité e^=^ devient e*=^e ; par conséquent 
jr = 1 = /e. D'après cela , le développement de e* est : 

■"*^1^1.2^1.2.3^**"^1.2.3...»^1.2.3.../i(/i4-l) ' 

Cette série, comme la précédente, est convergente, puisque la 
fonction e^"^ ne peut avoir que des valeilTs finies , 6 variant entre 
et l'unité. Supposons x = 1 dans cette série, (m a : «,. 

1 1 i 1 1 

^1.2^2.3^2.3.4^ 2.3..jt^l.2.3...7t(/r+l) 

i 



Le reste de la série est égal à -r—r: ; — rr:e^> 6 ayant 

^ "^ 1.2,3... w(/î+l) 

leur comprise entre et 1^ Donc en s'arrôtant au ternie 



uneva- 

1 
1.2.3...» 
e 



l'erreur que l'on commet .^st moiBfdre quec-r-:: ttTs ^^ V^^ 

^ .^ ^ i.2.8.../i(/i-|-l) 



1 



f 



1.2.4...«(n+l) '/<""«<I"« '^ ^* P*"S P^*" que 3. . 

.... . . . \, 1 ', 1 . * 

Aiosi daiic,,pn résume, SI on prend «1= 2 + -+â-ô+2T4*"' 
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+ :rz — ; — tt > l'erreur que Ton commet en s'arrétant au der- 

•i 
nier terme est moindre que 



2.4.5.(/i-l)/i(»-fl) 

Hyperboles semblables. 

284.— Lorsque deux hyperboles semblables ont leur centre au 
même point, et leurs sommets sur la même ligne , on appelle arcs 
semblables ceux dont les cordes sont bomolo^ues. 

Théorème. 

285.— Deux arcs semblables pris sur deux hyperboles semblables 
sont proportionnels à leurs cordes , ou aux axes des hyperboles. 
Fig. 175. En effet 9 soient JVIN, M'JN' deux arcs semblables pris sur les 
hyperboles semblables dont AA',GG' ei BV, DD' sont les axes. Les 
arcs MN, M'N' étant par hypothèse semblables ^ on a : 

MN OP _ OA 
MW"^OF"^OB' 

et les points M, M', et N, N' sont sur les deux diamètres OM', ON'; 
dans Fangle M'ON' tirons une série de diamètres, soient w, n, 
. p^ q, etc., m\ n\ p\ q\ etc. les points homologues situés sur les 
, arcs MPN, îl'FN' où ces lignes coupent les deux courbes; en joi- 
gnant ces points deux à , deux on forme deux polygones ioscrits 
dans les segments MPN, :M'P'N'; les côtés de ces polygones sont 
des sécantes homologues dans les deux hyperboles, donc en vertu 
d^un théorème démontré sur ces courbes, on a la suite de rapports 
égaux M.m\Wm! v.mn:n^n' V.npin'p \:pq\p*q\ d'oison tireMm+ 

/n/2+/7^+...:. :MV-f /7iW+/>y+ ::M/7i:MW::0A:0B. 

En désignant par P, F les doux polygones inscrits dans les seg- 
ments MPN, MF'N', on a périm, (P) : périm. (F) :: OA : OB ; cette 
proportion existe quel que soi If- le nombre des côtés, et comme 
plus ce nombre croîtra»-, plus les perimôtres» convergeront vers If^s 
arcs MPN, M'FN'^ il s'ensuit qu'on a MPN : MT'N' :: ©A : pB :: 
MN : M'N'. Donc deux arcs semblables dans des hyperboles sem- 
blables, sont entre eux comme leurs cordes ou comme les axes. 
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Deux segments, on^leux secteurs, correspcmdant à des arcs sem- 
blables sont eux-mêmes semblables. 

286 . — Deux segments semblables sont entre eux comme les^earrés 
de leurs cordes, ou coomie les carrés de deux diamètres bomo- 
logues. 

En effet, par les points de division m^ n, p^ q et td^ fi^ jl^ q\ 
menons des parallèles au diamètre OA, on décompose ainsi les 
deux segments en trapèzes ; considérons deux de ces quadrilatères 
homologues, soient mnba, m'n!b^a\ on va montrer qu'ils sont sem* 
blablesj d'abord leurs angles homologues sont égaux, puisque ces 
angles ont des côtés parallèles^ les lignes mn, m'n! étant parallèles 
comme deux sécantes homologues dans des hyperboles seari)lables, 
il reste à prouver que leurs côtés sont proportionnels. 

On a m/z : m'n! ::0n: On!-, joignons b' au centre O, cette ligne 
coupe MN en un point b, que je suppose différent de 6 ; à cause 
des triangles ObJS, Ofr'N', on a : 

0^_0N _0n^ • . 

donc les lignes n'b\ nb, sont parallèles \ donc b, n'est autre chose 
que le point b-^ alors des triangles semblables on tire : 

nb mn On 

on démontrerait de mâme que 

ma O/i nb mn ^_^ ma ab 

Ainsi les trapèzes homologues sont semblables, donc les polygones 

TSimnpq N, M.'m'n'p' N' sont semblables, en conséquence 

on a: 

^lyg. (P):polyg.(PO::Mïï\*MW^:Ur:ÔB\ 

quel que soit le nomMre de leurs côtés ; donc enfin : 
. seg. MPN : segf. MT'N*: : Ôl" : Ôb' : : Mw' : MW'. 
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Deux sectenrs semblables sont entre eux comme les carrés de 
leurs cordes, ou comme les carrés de deux diamètres homologues. 

Eu effet, les deux polygones MON.. .gpnmy W(yîi\..q'p'n'm! 
sont semblables , car leurs angles homologues sont égaux, puisque 
leurs côtés sont parallèles , comme sécantes homologues d'hyper- 
boles semblables ; ensuite leurs côtés homologues sont proportion- 
nels, car on a Mm:M'm' ::m'n:fn'n\ etc.... ::G//i:Ow'::ON:0N' 
pour le même motif que précédemment. Donc si P., P'. désigoeutces 
polygones , on a : 

polyg. (P,): polyg. (Fj ::Ôâ':Ôb'::MN':M?F; 

par suite : 

sect. MON : sect. M'ON' : : AÔ' : oB" : : Mn' : WÏÏ'\ 

• Donc deux secteurs ou deux segments semblables sont entre enx 
comme les carrés de leurs cordes , ou comme les carrés de deux 
4iamètres homologues. 

La démonstration qu'on vient d'appliquer aux secteurs sem- 
blables , et qui du reste est focl simple , peut s'appliquer également 
aux segments semblables, mais l'autre démonstration met en évi- 
dence une propriété des arcs semblables qu'il est inutile d'énoncer. 
Nous ne nous occuperons point de la rectification de l'hyperbole 
par la méthode générale , parce que l'intégrale à laquelle elle 
"Conduit ne permet pas, comme dans l'ellipse, d'obtenir, même par 
approximation, la longueur d'un arc compris entre deux points dé- 
terminés. 

Parabole. 

287.— pn apjfelle segment dans i|ne parabole , l'espace compris 
entre un arc d« cette courbe et sa corde. 

Tout triangle qui a ^n sommet sur la courbe et pour base la 
corde d'un segment est dit inscrit AdXi^ ce cas. 

Si par le milieu d'un arc de parabole , MSN , on mène une tan- 
gente PQ, et que par ses deux»extrémiti^ on lire des diamètres, en 
les prolongeant jusqu'à la rencontre de la tangente, oi^forme ainsi 
un parallélogramme MPQN qu'on dit étfe circonscrit au seg- 
ment MSN. • - 



Digitized by LjOOQ IC 



BU SECOND ORDRE. 369 

*" P"" Théorème. 

288. —Si par le milieu de la corde d'ao segment on mène un dia- ' 
mètre , on divise ainsi le segment en deux parties équivalentes. 

Soit MNS le segment, dont I est le milieu de la corde, par ce ^ig, 170. 
point menons le diamètre IR qui coupe la courbe au point S. 11 
faut démontrer que les deux triangles mixtilignes ISN, ISM sont 
équivalents. Pour cela prenons les points a, b^ e, etc., entre S et I 
sur SR , et par ces points menons les cordes aa, 6p, cy, etc., paral- 
lèles à MN. Joignons deux à deux les points où elles coupent la 
parabole, on forme de cette manière deux polygones ISap^..., M, 
ISa'jS'f .....N qui sont équivalents , car ils se composent d'un même 
nombre de trapèzes équivalents deux à deux , comme ayant des 
bases égales et même bauteur. Concevons qu'entre S et 1 on prenne 
plus de points de division , les polygones qui en résulteront auront 
un nombre de côtés plus grand , et par conséquent iront en con- 
vergeant vers les triangles mixtilignes ISIN, JSM,- et d'un autre 
côté comme ils sont toujours équivalents, il s'ensuit que leurs li- 
mites, les triangles mixtilignes ISM, ISN, sont aussi équivalentes. 
Donc, si par le milieu de la corde d'un segment on mène un dia- 
mètre , on divise ce segment en deux parties équivalentes. 

Si ce segment était tel que sa corde fût perpendiculaire à 
l'axe, alors le diamètre qui devient l'axe de la parabole le divise 
en deux parties égales. - 

Du théorème qu'on vient de démontrer, il résulte, que si dans 
la parabole on.mène deux cordes parallèles, et leur diamètre , l'es- 
pace compris entre la courbe elles parallèles est divisé par le dia- 
mètre dont il s'agit en deux parties équivalentes, ainsi les deux 
trapèzes mixtilignes l'INN', irMM' sont équivalents, IT élant le 
diamètre qui divise les cordes parallèles MN^ M'N' en deux parties 
égales. 

Supposons qu'on détermine les milieux des ordonnées a^^ 6p, 
CY, etc., soient w, m', m!\ etc., ces points, forment une parabole, 
car les ordonnées am^ bm\ cm!'^ etc., sont proportionnelles aux 
abscisses correspondantes Sa, S6, Se, etc-; soit M" le point où cette 
courbe vient aboutir sur la corde MN, le nouveau triangle mixti- 
ligne ISM" est moitié du triangle mixtiligne ISM, car joignons 
deux à deux les points S, m, m\ m'\ etc., on forme un polygone 

inscrit ISmm'm" M" qui est la moitié du polygone IS«?y M, 

24 
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car ils se composent d'an même nombre de trapèzes qui deux à 
deux ont même hanteur, mais dont la somme des bases de ceux du 
polygone ÏSmm'm" M'' est moitié de celle des trapèzes corres- 
pondants da polygone ISxpy M. Donc, puisque quel que soit 

le nombre des côtés de ces polygones la relation indiquée plus 
haut existe, elle existera entre leurs limites, c'est-à-dire que 
tri. mixt. ISM=2 tri. mixt. ISM". Si on désigne par N" le second 
point où cette seconde parabole coupe la corde MN, on aara 
seg. MSN = 2seg.M"SN". 

En général^ si on eût pris IM"= - IM , izin= - aa, etc.,'Ja 

parabole formée par tous ces points jouirait de la propriété que le 
segment ]VrSN" serait la n^^"^^ partie du segment parabolique MSN. 

289. — Par le point N tirons la corde NB, qui coupe la tangente 
au point S en G, joignons les points N, B à S, et tirons S£ paral- 
lèle à MG. Le triangle BSN est moitié du parallélogramme 6D£N, 
puisque ces deux figures ont môme base NB et môme hauteur, la 
distance des parallèles NB et D£ , par le point O milieu de FI ti- 
rons la parallèle OK à la corde MN ^ les deux trapèzes BFIN, 
DFI£ ayant môme hauteur, sont entre eux comme OK et OH. 

Au-dessous du diamètre SR construisons la parabole dont les or- 
données relatives au diamètre SR soient moitié des ordonnées cor- 
respondantes de^ la parabole MSN, soit Smm'm"M"i joignons les 
points S, m, m\ m'\ W deux à deux. Cela fait, supposons qa'on 
fasse tourner la sécante NB autour du point N jusqu'à ce qu'elle 
devienne tangente à la courbe , alors NB sera un élément de la pa- 
rabole , OR sera une ordonnée au diamètre SK , et KH=- OK=SC, 

en vertu de cette propriété de la parabole , que la sous-tangente 
est double de l'abscisse du point de contact. Dans cette hypothèse 
le parallélogramme BDEN est la moitié du trapèze BFIN, et par 
conséquent équivalent au trapèze FîWm"; donc le triangle BSN 
est équivalent à la moitié du trapèze Fm"M!1, Maintenant conce- 
vons que l'arc SBN soit divisé en un nombre très-considérable de 
parties, et qu'on joigne chaque point de division au point S, puis 
ensuite que par ces points on mène des parallèles à la corde 
MN, chaque triangle élémentaire du segment NBS sera équi- 
valent à la moitié du trapèze élémentaire correspondant dans 
le triangle mixtiligne ïSmm'm"W. Donc le segment NBS est la 
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moitié du demi-segment lSm'm"M j or on a démontré que 
tri. mixti. ïSmm'm"M."=^ tri. mixti. ISM ; 

donc seg. NBS =1 tri . mixt. ISM. 

4 

Désignons par S le triangle mixtiligne ISN , par P le parallélo- 
gramme ISQN , on aura^ d'après ce qu'on vient de démontrer : 

S = ISN + seg. SBN = ^ P + 5 S. Simpliflant on a S = -P. 

2 
Ainsi le demi-segment ISBN est équivalent aux - du parallélo-- 

2 
gramme ISQN ; donc le segment MSN est équivalent aux - du pa* 

o 

rallélogramme circonscrit correspondant. 

Il suit de là que deux segments paraboliques quelconques sont 
entre eux comme les parallélogrammes circonscrits à ces segments. 

290.— Considérons le triangle NSM inscrit au segment dont la 
corde est MN , il est la moitié du parallélogramme circonscrit au 
segment. Donc tout triangle inscrit dans un segment dont le som- 
met est sur le diamètre, dfirisant la corde du segment en deux 

3 
parties égales, est les - du segment. Il est d'ailleurs évident que 

ce triangle est le maximum de tous ceux qu'on peut inscrire dans 

le segment. 

Du théorème qu'on vient de démontrer, il résulte que si on 

prend pour axes de coordonnés une tangente et le diamètre à son 

point de contact , l'aire parabolique comprise entre le diamètre, la 

2 
courbe et une ordonnée quelconque , a pour expression - oT^sina , 

o 

(X étant l'angle des coordonnées ; si a = 90 , le diamètre est l'axe de 

2 
la courbe. Dans ce cas, l'aire parabolique est - xy , c'est-à-dire 

o 

qu'elle est égale aux deux tiers de l'aire du rectangle construit sur 
les coordonnées de l'extrémité de l'arc formant le triangle mixti- 
ligne. 
La méthode qu'on vient de suivre pour obtenir l'expression d'un 
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segment parabolique est pénible , en ce qu elle est longue ; on va 
maintenant en exposer une seconde plus simple. 
Fig i^s. 291.— Soit le demi-segment parabolique APM , inscrivons dans 
cette surface le polygone ÀMPP'P", puis par les sommets menons 
les tangentes TP, Ï'F, T'P", et les ordonnées au diamètre AM ; 
le polygone AMPP'P" se trouve ainsi décomposé en trapèzes que 
nous allons comparer avec les triangles que forment les tangentes 
entre elles. Considérons le trapèze MPFB' et le triangle TPT', Par 
le point I, milieu de la corde PP', menons un diamètre; il passera, 
prolongé , au point de concours des tangentes TP, TP', en vertu de 
ce théorème , que la sous-langente est double de Tabscisse du point 
de contact. Maintenant des points H et I abaissons les perpendica- 
laires HD , I£ sur le diamètre AM , on a : 

triangle THT' = 5 TT' x HD , 

trapèze B'P'PM = B'M x HD. 

Or AM = AT, AB' = AT ; donc AT ^ AT' = AM - AB' ou 
TT' = B'M. Donc le trapèze BTTM est double du triangle THT' ; 
de même le trapèze BP'P'B' est double du triangle T'H'T", et ainsi 
de suite. Cette relation existe quel que soit le nombre des côtés du 
polygone ; donc si on les suppose suffisamment rapprochés pour 
que les côtés du polygone soient les éléments de l'arc parabolique 
AF'P'P, le polygone inscrit se confondra alors avec le demi-seg- 
ment AMP, et les tangentes formeront une série de triangles dont 
la somme sera Taire extérieure AP"PT. En conséquence, la 
somme des éléments du demi-segment AMP, ou ce demi-segment 
lui-même sera double de la somme des triangles formés par les 
tangentes , ou les éléments de Tare AP"P prolongés jusqu'au dia- 
mètre AM, somme qui constitue la surface extérieure AP'PT. 
Alors si on pose -. 

S = ^seg.AP"PM, S'=surf.TPP"A, T = tri.TPM, 

on a , d'après ce qu'on ^fent de prouver : 

T = S + S'=:S + ~S=^S, d'où S==?T. 
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Par le point P tirons PG parallèle à AM , le point G étant sîtaé 
sur la tangente AS à la eourbe, on a : 

triangle TPM = parallélogramme AGPM. 

Donc Faire parabolique comprise entre un diamètre, une ordonnée 

à ce diamètre y et l'arc compris entre l'origine de ce diamètre et 

2 
l'ordonnée , est les - du parallélogramme formé sur les coordon- 

u 

nées du point extrême de Tare. 

Nous allons maintenant nous servir du calcul pour démontrer 
cette propriété des aires paraboliques. 

292.— Soit AN'NB un demi-segment parabolique, prenons sur rig. 170. 
Tare les points N', N", N'", etc. , joignons-les deux à deux ; on in- 
scrit ainsi au demi-segment le polygone ABNN'M". Par ses som- 
mets menons des parallèles aux lignes AM , AH , dont Tune est un 
diamètre, et l'autre une tangente à son extrémité. Par cette con- 
struction on forme intérieurement au segment parabolique les pa* 
rallélogrammes BQN'B', B'Q'N'B ", B''Q"JS'"B'", etc.. que nous dé- 
signerons par P, F, P", P'", etc. ; en outre on détermine les 
parallélogrammes PN'XX', X'RN'X", X"R'N'"X"', que nous dési- 
gnerons par/?,/?',/?",/?'", qui sont extérieurs au segment ABNN'. 
Appelons « l'angle des axes de coordonnées, et (J^j^*), (j', y), 
(x",y'), {a:'\y") les coordonnées des points N, N', N", N'", on a : 
P=(a:— a^)^'sina, P'=:(:c'— jc")r"sina, P"=(x"— a:'")^"sina , etc. 
/?=a:'sina(j^— /), /=a:''(y— yOsina, /?"=x"'(y~-y")sina. 

En conséquence -= ~ __ / . Mais les points N, N' étant sur la 

courbe , on a : y = 2/?x. 

Ainsi y^=2;?:t:',y" = 2/?^", alors j^-y=:?^=^, a/=^, 

substituant ces valeurs dans celle de -, il vient : 

P 

p^ r+y 
p y 

On trouverait de même : 

« 



r%' ^JÎ > 



y 



etc. 
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Les points N, N', N", N"' sont pris arbitrairement ; supposons-les 
espacés de manière qn'on ait : 

^-/=«y, r -y'=«y', y'-y'=ay\ etc. ; 

cette hypothèse donne : 

On voit que les ordonnées des points N, N; JH", N'" forment 
une progression géométrique décroissante dont le premier terme 

'estjr» et la raison^----; eu même temps que les abscisses des 

mêmes points forment une progression géométrique décroissante 

dont lerpremier terme est — et la raison — r — . De Fégalité 

2/? (l+a)* 

r — y = ay on tire y +y = 2y+ ay'.] 
En conséquence on a : 

?=S:^=.+., !!=,.., -=.+., -=,+., 

égalités qui donnent la suite de rapports égaux : 

P :p :: F :p' :: P" :p" :: P"' :p"' :: etc. 

Delà on tire: ^+^;+^::+^::t^^"=-2+.. 

Cette dernière égalité existe quelle que soit la valeur donnée à a ,- 
alors si nous donnons à a des valeurs de plus en plus petites , par 
les expressions des abscisses x\ x'\ x"' on voit que les points de 
division se rapprochent les uns des autres , et de là il suit que la 
somme des parallélogrammes intérieurs P + P'+ P''+ P"', etc. va 
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en se rapprockant du demi -segioen t ANB , et en ootre que la somme 

p+p'+p'^-i-p"' +eic. se rapproche du triangle curviligne AN'NX. 
Donc , puisque entre ces variables il y a toujours l'égalité 

p+p'+p"+p"'+etc. _^ , ; 

/'+/»'+/'"+/"+ etc. - "^ ' 
leurs limites jooiront de la même relation ; or 

lim. (P-|-F+F'+etc.)= 3 seg. ABNN'=S, 

lim.(p+/>'+/i"+/i'" + etc.)=tri.mixt.AN'NX=5, 

et Um. (2+«) = 2. 

Amsiona: -=2 ou — î— =3: 

* s 

divisant ces deux égalités membre à membre, il vient : 

S+5_3 

MaisS-f == parallélogramme ABNX , donc Faire parabolique 

comprise entre un diamètre , un arc , et l'ordonnée de son extré- 

2 
mité par rapport au diamètre, est équivalent aux - du parallé- 

ô 

logrammeconstruit sur les coordonnées du point extrême de l'arc. 

Les courbes, qui sont telles qu'on peut assigner algébriquement 
la valeur d'une portion quelconque de leur aire se nomment quar- 
rables ; la parabole est la seule courbe du second degré jouissant de 
cette propriété , puisque l'aire d'une portion quelconque d'ellipse 
s'exprime en fonction de l'aire d'une circonférence, en outre que 
Taire d'une portion quelconque d'hyperbole a pour valeur une 
fonction transcendante. 

293.— -Il ne nous reste pour terminer complètement ce qui est 
relatif à la quadrature de la parabole , qu'à exposer la méthode 
donnée par le calcul intégral. 

L'équation d'une parabole rapportée à un diamètre, et à la tan- 
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geate à son extrémité esiy=2pjc , soit « Tangle des coordonnées. 
L'élément d'une surface plane a pour expression ^sin a fi?:c=f;A; 
en conséquence, la valeur d'une aire parabolique comprise entre 
Taxe des y et l'ordonnée y est 

A=l sinà\/2/?jr«£/j:=-sinaV/2/7x«+c; 
Jo ^ 

la constante est ici nulSe , puisque pour a:=0, A=0 on a : 

2 i 

- (/2psinaa:*=0. 



2 < ' 

Amsi ^ = ô "o a y^p x^ , 

o 



2 

égalité qu'on peut metCre sous la forme - sinaKâ/?^ x= Aou, en 

o 

substituant à Kâ/^x sa valeur ^, A= - ^ sinaar, expression ob- 

o 

tenue précédemment. 

Supposons qu'on veuille l'expression de Taire comprise entre 
deux sécantes parallèles, et les arcs paraboliques interceptés; 
soient [x^ , y^) , {x, , y^) les coordonnées des extrémités de ces sé- 
cantes, si on désigne par A, Taire demandée , on aura : 

A, = 21 sinx ]/2px^dx=-sm(f.\/'2p{x~^'-'X,^)=^ 

JXo ^ 

= - Sma (jr^x.-^y^x,). 



Paraboles semblables. 

294.— Dans deux paraboles, on appelle segments semblables, 
ceux correspondant à deux sécantes homologues. 
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P^ Théorème. 

Les arcs servant de base à deax segments semblables sont entre 
eux comme les cordes de ces segments. 

Soient deux paraboles AMS , AM'S' ayant leur sommet au point pig. iso. 

A. et même axe Ax. Considérons deux cordes homologues MN, 

M'N', c'est-à-dire dont les extrémités correspondantes sont situées 

sur une même ligne droite partant de Forigine ; les segments MSN, 

M'STV' ayant pour cordes MN, M'N' sont semblables. Il faut prouver 

arc(MN) MN _ , _ „ , ^t/riXT .. 

^^^ — /w/ivu. = ^CfMTT- Pour cela dans Tangle MAN tirons une 

^ arc (M'N') M'N' . ® 

série de sécantes, ces lignes coupent Tare MN en a^ b, c^d,., elc, 
et l'arc M'N' en a', b', c\ d\ Joignons ces points deux à deux sur 
chaque arc. On inscrit deux polygones dans les segments, qui sont 
semblables, car les côtés qni les forment étant des sécantes homo- 
logues sont parallèles et proportionnels , donc ces deux polygones 
ont des angles égaux et les côtés proportionnels , donc ils sont sem- 
blables ; alors les portions homologues de leur périmètre sont dans 
le rapport des côtés. Désignons par périm. (P) le périmètre du poly- 
gone MabcdS moins le côté MN, et par périm. (P'j le périmètre 
homologue dans le polygone M.'a'b^c*d'N'. On a : 

périm. (P) _ MN 
périm,(F)"~M'N'' 

supposons qu'on fasse croître le nombre des côtés , la relation qu'on 
vient d'indiquer existera toujours , mais comme à mesure que le 
nombre des côtés augmente, périm. (P) s'approche de l'arc MabcdNy 
ainsi que périm. (P') de Tare Mla'Vdd^'^ on en conclut : 

arc (MN ) __ MN 
arc(M'N') "" M'N'' 

Donc deux arcs correspondants à deux segments semblables sont ' 

entre eux comme leurs cordes. 

Les parallélogrammes circonscrits à deux segments semblables, 
sont eux-mêmes semblables. ^ 

.Soient PQR , P'Q'R' deux segments semblables, il faut prouver 
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que les parallélogrammes P/tR, P'/^VR' qai leur sont circonscrits, 
sont semblables. 

En effet, remarquons que les points de contact Q, Q' des tan- 
gentes /7r, pV sont sur une même droite passant au point A; les 
milieux I, I' des cordes PR, FR' sont dans le même cas , car les 
triangles PAR, FAR' étant semblables, on sait que si on joint le 
milieu de la base de Ton au sommet A , le milieu de la base de l'autre 
est sur la ligne qu'on détermine ainsi. Les triangles Q'AI', QAI 
sont donc semblables, alors on a : 

!2L— ^— A^ _ PR 
QT "" Vp' "^ AQ' "" FR'* 

Ainsi les c^ytés des parallélogrammes sont proportionneb, ensuite 
leurs côtés homologues sont parallèles, donc ils sont semblables. 

Donc les parallélogrammes circonscrits à deux segments sem- 
blables, sont eux-mêmes semblables. 

â95.~Les aires de deux segments sont entre elles comme celles 
des paraUélogrammes circonscrits correspondants,- donc les aires 
de deux segments semblables sont entre elles comme les carrés des 
cordes qui les limitent ou comme les carrés de deux droites homo- 
logues quelconques qu'on peut mener dans ces segments. 

De cette propriété des segments semblables , il s'ensuit qu'à l'aide 
du triangle rectangle on peut facil^nent construire ; 

l*" Un segment parabolique semblable à deux ou plusieurs seg- 
ments parab(diques semblables entre eux , et équivalent à leur 
somme. 

a** Un segment parabolique semblable à deux segments para- 
boliques semblables entre eux , et équivalent à leur différence. 

S*" Un segment parabolique semblable à un segment parabolique 
donné, et qui soit à celui-là dans tel rapport qu'on voudra. 

Rectification de la parabole, 

296.— La différentielle d*un arc de courbe a pour expression 
ds=: X/dx^-^dy*^ alors si on applique cette formule à la para- 
bole rapportée à son sommet à son axe, il vient, x*=2/?^ étant 
son équation : 
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par conséquent 

Ainsi nous sommes ramenés à intégrer Jip'' -\-x^)*dx. Pour 
cela, remarquons que cette intégrale peut se mettre sous la forme : 



1 • 



'{— T 



Pour intégrer i — j-, posons l/x' +/?*=«— j?, alors/?' = 



a— 0? 
a*— 2aj:, d'où, en différentiant, On tire dx=zda . Substi- 

a 



tuant à \/ x'+Z'N et à rfx leurs valeurs en fonction de a dans la 
dernière intégrale, on a : 



et remplaçant a par sa valeur, il vient : 



'+pr 

Cherchons la valeur de j j , cette expression revient à 

x.xdx 

' {x'-\-p') 
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Enfla sabstituant aux deux intégrales partielles les valeurs qu'on 
vient de leur trouver, on a : 

+x ylFï^'-J'dx [x'+p'f. 

Résolvant cette équation par rapport à l'intégrale cherchée, il 
vient : 

J(ar' +p4dx= i xyl^ipp + 1/ 1. {x+ v/?47)+«- 

En conséquence Texpression de Tare s est 

^* 1 

s=]i^\+Ç)'dx=^xVid^'+\i.{x+ v/?qy)+^- 

Pour déterminer la constante c, faisons j:==0, alors s=0, 
puisqu'on commence à compter les arcs à partir de Torigioe des 
coordonnées y Féquation devient : 

<^ = \lVp + c, d'où c=-P-l.p. 

Transportant cette valeur dans celle de l'arc s , il vient ; 

Tdle est l'expression générale d'un arc de la parabole commençaD^ 
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à l'origine des axes de coordonnées ; celle d'un arc s' dont les co- 
ordonnées des extrémités sont (x^ , yo) f (•^. ^ fi) est 





^'•V'+7. 



Ainsi tout ce qui est relatif à la rectiflcation de la parabole serait 
exposé ) si cette courbe n'était pas employée dans certaines circon- 
stances qui exigent que l'expression de Tare parabolique soit mise 
sous une autre forme qui rende la formule plus applicable dans la 
pratique. On démontre, en mécanique, que si à une chaîne ou à 
un câble, fixé par ses deux extrémités à deux piliers d'égale hau- 
teur, on suspend des poids distribués proportionnellement à la lon- 
gueur de la projection horizontale de la chaîne, la forme que 
prend alors cette chaîne est une parabole. 

297.— L'hypothèse qu'on vient de faire a lieu dans les ponts sus- 
pendus, pour l'établissement desquels on a besoin de la longueur 
du câble suspenseur. Dans ces sortes de questions , on se donne 
l'ouverture du pont et sa flèche , il faut trouver la longueur du 
câble suspenseur. Si nous désignons par 2h l'ouverture et par/ la 
flèche , l'équation de la parabole sera de la forme x^ = 2/?r. Pour 
avoir la valeur de /?, à la place dex^y mettons leurs valeurs pour 
les points extrêmes de la courbe, dans le cas qui nous occupe, 

h" 
h^=z2pf, d'où /?=— . SubsCiluant dans l'expression de l'arc s à 

p sa valeur —, il vient : 

Telle est la formule d'où l'on part pour déterminer la longueur 
d'un arc de parabole dans un pont suspendu. 
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Noos allons mettre cette expression sous une autre forme pour 
la rendre d'an emploi plus facile. 
Développons le second membre de l'égalité en série : 



+ «-4s(Ç)*+ete.] (M) 



9.128 ' 



On voit que dans cette série les exposants sont la suite naturelle 
des nombres impairs , et que les signes sont alternativement posi- 
tifs et négatifs. 

Supposons x=hj alors la valeur de s sera celle du demi-câble 
du pont suspendu ; désignons cette longueur par A , il vient : 



9.128\ 



(N) 



Ainsi , connaissant la flèche et Fouverture du pont, on peut cal- 
culer la longueur du câble ; mais on a souvent besoin, lalongneor 
de ce câble étant connue, de déterminer la flèche : c'est la question 
inverse de la première qu'il s'agit de résoudra). Pour cela nous 
allons employer les procédés servant au retour des suites. (Foirh 
note nM.) 

Posons u = au^+ bu^-{- cp^-^- éfp'-j- etc. j 

on en déduit : 

I / 6' ac—2b' ^ a'd+ôabc+bb^ . , \ 

p» = — ( tt ; u" — u^ î-^ — T — ■ 1**— etc. I , 

a\ a* a^ a^ I 

équation qui, comparée à l'équation (N) » donne : 

A-^ 'If 1—1 ^ j A^, 

"=nr' '=li' ^=6' ^=lô' ^ = ïïi' /^"'it^a 

£n conséquence la formule demandée est 
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(f)'-[¥+fo(¥)-^,C-î-7+ 

298. Reprenons la formule 

Pour la rendre plus simple , il faut remarquer que le rapport ~ 

h 

est généralement assez petit pour qu'on puisse négliger les puis- 

/ 1 

sances supérieures à la seconde ; ordinairement ^ varie entre - et 

n 7 

^ ; alors en développant en série, on est amené à ne prendre que 
les deux premiers tenues de la série (M); en conséquence 

_ ,h' l /2/rY 
^-"^"^ 2/- 2.3 VA )' 

et enfin la demi-longaeur do câble suspensear est égale à 



('+K.) = A. 



Telle est la formule simple dont on se sert dans la pratique. 

299.— La méthode que nous avons suivie pour intégrer Tex- 

1 

presssion( I + t) ^^ ^st fort longue; on va en exposer une 

autre qui permet d'obtenir immédiatement le développement de 
Tare parabolique en série. 
Dans la formule connue du binôme de Newton , 

(a-j-o:) ==a -f-ma x-j — r— ^ .x-f- 

, m {m — i)(m — 2) -, . , , ^ 
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jr' 1 

remplaçons les quantités a, x^ par 1 et-^, puis en outre m par - 

P 2 

il vient : 



1 






Alors 



1 
/ x\ ^ 111 

( 1 + -- ) dx=zdx-{'—^x'dx^~-ix''dx^—-\ ^^àx — 



jr*^j:+. 



128/>« 
Intégrant, il vient : 

h} 

Substituant dans cette série à la place dep sa valeur -— , on a , en 

2/ 
observant que c = : 

AY_L/2/rY 1 /2/rY 1 /â/^y 

"^2/L2.3 v"^; ""5.8V"^; +7716 \w) - 



/^y 



^)V.....], 



9.128 V A' 
équation identique à Téquation (M) trouvée par l'autre méthode. 

Théorème. 

300. — On a démontré dans les courbes à centre du second de- 
gré , que si on mène d'un point deux sécantes coupant chacune 
la courbe en deux points , le produit des distances de ce point 
aux points d'intersection situés sur Tune des sécantes, est au pro- 
duit des distances du même point aux points d'intersection situés 
sur la seconde , comme le carré du diamètre parallèle à la pre- 
mière sécante est au carré du diamètre parallèle à la seconde. 

Nous allons maintenant exposer une méthode analytique pour 
démontrer ce théorème. 
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Soient AN , AN' les deux sécantes , puis £E', FF' les diamètres Fig. isi. 

. , , „;,, ,, . . AM X AN 11^* 
qui leur sont parallèles, il faut prouver que = — -. 

AM'xAN' FF 
Prenons pour axe des x le diamètre AO , et pour axe dcs^ la 
ligne Ay paraUèle à la tangente à la courbe, au point où le dia- 
mètre AO la rencontre; si on désigne la longueur AB par A , 
réq[uation de la courbe sera y^=zm(j: — A)*+2/?(x — A), et 
celle de la sécante AN sera y = H:r ; désignons par Q Tangle des 
axes de coordonnées , et par a celui de la sécante AN avec l'axe 
des X, Si du point N on mène l'ordonnée NP et la perpendicu- 
laire NG à l'axe , on forme le triangle rectangle ANC , d'où on tire : 

ân'==âc 4- NC% 
or 

NG = NPsinNPC=ysinô, et AC=:ANcosa, 
«n conséquence on a : 

ÂN'=y*sin^e+ÂN'cos*«, ou AN =^^1?^, 
«insi donc AN='?-: — 3 en appelant y l'ordonnée du point M 



trouverait de la même manière AM = '^-:r: — • Donc le ] 
.yy'sin^ 



on trouverait de la même manière AM = —, . Donc le pro- 

sma '^ 



duitAMx AN=* 

sma 

Cherchons maintenant l'expression du produit yy* \ pour cela 

éliminons l'abscisse a: entre les équations 

(1) y = m(a:—Ar+2p{x—êi), (2) jr^Hx, 
Il vient l'équation 

(3) y(^-l)-^('«A-g)+mA>-2M = 0; 

or, dans une équation du second degré, le terme indépendant 
de l'inconnue divisé par le coefBcient du terme du second degré , 
est le produit des racines de l'équation prises en signe contraire, 

25 



Digitized by LjOOQ IC 



986 TRAIXé DES XIGNBS 

donc^y = ^—. Sobstituant dans la valeur du produit 



m 



AM X AN C0lle dey^", il vient : 

AMx AN =s i— X — — 

IT 

Maintenant il ne noas reste plus qu'à chercher la valeur du dia- 
mètre parallèle à AN, Cette valeur sera la même quelle que soit 
Forigine des axes de coordonnées ; prenons-la au centre de la 
courbe^ et les axes parallèles aux premiers ; l'équation de la œurbe 

est y = mx* + ^. Désignons par D le diamètre OE et par / l'or- 
donnée de son extrémité E, on trouveraitpar la même méthode que ci- 

-, y"*sin'e 
dessus D = -^5^|r- » pmsque OE est parallèle à AN ; pour obte- 

nh* y", éliminons'or entre les équations 

(*) y^mx--^^, (5) ^' = Hx, 



m 



il Tient l'équation 



(6) y=- ^ 



\m J 



m 



transportant la valeur de y qu'on en déduit dans l'expression de 
D , on a : 

-a sin'O —-p* 



D =~ X 

« sm a 



m 



(f-) 



Des valeurs de AM x AN et de D*, on déduit l'égalité 
AM X AN m(mA*— ^A) 

AM X AN 
Ainsi on voit que le rapport =: est iiidépe»da»t de l'incli- 

D* 

naison de la sécante AN , donc 



Digitized by LjOOQ IC 



ou SECeiTD OUDBE. 387 



• 



AM X AN D EE' 

AM'XAN' F FF' 

CPest ce qu'il fallait démontrer. 

otCwA' — 2p) . , , .ABxAB' 

L'expression ^— est égale au rapport — t=, — , 

car de l'équation y = mx* -f 2px , on lire -5- = — ^ , en con- 

séqaence - m i y"^) = J^ = J '> ^^^^^ 

le demi-diamétre OB. Si le point de concours des sécantes est à 
liextériear de la courbe en A , 2ûj' + A = AB', pa- conséquent 

AM X AN _ AB X AB^ 

Si le point de concours est à l'intérieur en A', il faut donner à 
l'abscisse de ce point le signe moins , et alors 2ûj — A = A'B', 

. A'M.XA'N. AB'xA'B' 

par suite zn^ = — =3-; — • 

EO • OB 

Donc le produit AM x AN est au produit AB X AB', coname les 
«arrés des diamétr^es parallèles ayx deux sécantes sont entre eux. 
Le théorème se trouve ^montré pour une courbe quelconque 
du second degré , et quelles que soient les positions des sécantes, 

V^AHIÉTÉ DB$ COURBES DD SJSCOND UBGRK. 

Ellipse* 

m 

301.— L'équalion de l'ellipse rapportée à son centre et à ses 
axes est y = -7 (a' — J^' ) . 

Désignons par c son excentricité, c'est-à-dire l a distan ce du 
centre à l'un de ses foyers, on a trouvé que c = \/a* — 6% d'où 
on déduit a" = 6^ + c" ; trausporUnt cette valeur de a^ dans Féqua- 
tion de la courbe^ il vient : 
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y='i^--7^y 



L'égalité c= V^a' — b* montre que, si dans une ellipse Fex* 
centricité est nulle, les deux axes de la courbe sont égaux, et 
rdlipse est alors une circonférence. 

La même égalité montre que, si on fait décroître le petit axe 
d'une ellipse, son excentricité croit, et la courbe devient de plus 
en plus allongée. 

Enfin si le petit axe b est nul , l'excentricité est égale au grand 
axe, et dans ce cas Téquation de la courbe se réduit a ^ = 0, 
c'est-à-dire que Tellipse se réduit à une ligne droite , qui est le 
grand axe. 

Maintenant supposons que le petit axe reste constant, mais qu'on 

fasse croître le grand axe ; on voit par la relation c = V/^a'— ^% 
que rexcentricilé va aller en croissant, et par suite que l'ellipse 
va devenir de plus en plus allongée. 

Supposons que l'excentricité aille en croissant jusqu'à l'infini , 
alors l'équation de la courbe se réduit à^ = ± 6 » puisque le fac- 

teur.Tr-j— î = ^ = 0. Ainsi dans ce cas Fellipse revient à un 

système de deux droites parallèles à son grand axe , et passant 
par les extrémités du petit axe. 

Si les deux axes sont nuls , l'ellipse se réduit à un point. 

La distance d'un foyer de l'ellipse au sommet le plus voisin est 

a — i^à* — 6'. On démontre que si on fait croître le grand ax^de 

rdUpse jusqu'à l'infini , en laissant la quantité d=z a — \/a* — b* 
constante, la courbe qu'on obtient est symétrique pr rapport an 
grand axe de l'ellipse, et qu'elle s'étend jusqu'à l'infini dans un 
sens; à cette variété d'ellipse on a donné le nom de parabole, 

• 

Hyperbole. 

302:— L'équation de Thyberbole rapportée à son centre et à ses 
axes est 

b* 

Supposons qu'on fasse décroître les axes de l'hyperbole, mais en 
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maintenant leur rapport constant , la courbe va aller en se rap- 
prochant de ses asymptotes ; car posons — ==K, Féqaation devient . 

CL 

On voit que pins a diminue, plus le facteur x' — a' s'approche 
de j:"} et à la limite a =x 0, Téquation est j^ = ± Kjc = ±: — x, 

qui est celle des asymptotes ; la relation — = K montre que a dé- 
croissant , b décroît aussL Donc les deux asymptotes d'une hyper- 
bole sont les limites des hyperboles dont les axes vont en conver- 
geant vers zéro, mais qui restent constamment proportionnels 
à ceux de l'hyperbole dont il s'agit. 

Considérons des hyperboles qui aient même axe transverse. Le 
second axe peut varier depuis zéro jusqu'à l'infini \ supposons 
6 = 0, l'équation se réduit à ^^ = 0; ainsi Fhyberbole, dont le 
second axe est nul, se réduit à deux droites indéfinies^ qui sont les 
prolongements de Taxe transverse. A partir de zéro faisons croître 
le second axe , les branches de l'hyberbole deviennent de plus en 
plus ouvertes, puisque l'équation montre que pour la même abscisse 
les ordonnées croissent à mesure que b augmente. Supposons que 
le second axe devienne infini. L'équation de la courbe pouvant se . 

a' 
mettre sous la forme x* = n;(y + ^*)î montre que pour ^ = od ,, 

l'hyberbole se réduit à deux droites dont x = ± a est Féqua tion , 
c'est-à-dire que la courbe devient deux droites , perpendiculaires . 
sur le grand axe à ses extrémités. 

Supposons qu'on fasse décroître l'aie transverse , le seeondaxe- 
restant constant. 

Au moyen de l'équation ^' = èM — i' — î j , on voit qu'à me-- 

sure que a diminue les ordonnées correspondant à une abscisse 
constante, vont en croissant; donc les branches de l'hyper- 
bole deviennent dans cette hypothèse de plus en plus ouvertes. 
Enfin quand £z=:0, l'équation delà courbe, mise sous la forme 

x' == — [y^ 4- b^) , montre que l'hyperbole se réduit à son seconde 

axe prolongé dans les deux sens indéfiniment. • 
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Parabole. 



303.— L'équation de la parabole rapportée à son sommet et à 
son axe est j^' = 2px\ 

Le paramètre de la parabole peut varier depuis zéro; jusqu'à 
llnfini. Lorsque ce paramètre est nul , Téquation le réduisant à 
jr = 0, la parabole est une ligne droite | qui est Taxe. Si on fait 
croître le paramètre j?, la parabole devient de plus en plus ouverte', 
puisqu'à la même abscisse correspondent des ordonnées de plas 
en plus grandes. 

Enfin si /? = Qo 9 la parabole se réduit à une ligne droite , qui est 
la tangente menée par son sommet, car l'équation pouvant se 

mettre sous la forme x = —jr\ montre que, dans ce cas, la courbe 

a pour équatiottx =a, ce qui donùe Taxe des^, ou la tangente à 
son sommet. 

Méthode de calcul pour la détermination des longueurs des arcs 
des courbes, 

304.— La méthode que nous allons exposer est extraite du grand 

ouvrage de Legendre sur les fonctions elliptiques (t. Il, p. 588). 

fig. 182, Soit s la longueur de l'arc AM dont Fôrigine est fixée en A , et 

Textrémité en M ayant pour coordonnées x et y. Cet arc a pour 

expression ordinaire s = W-a^V/ 1 + ^ -, on va maintenant 

chercher à l'exprimer par une autre formule permettant de l'obte- 
nir avec toute l'approximation désirable, avantage que ne présente 
pas la première expression , car il arrive fort souvent qu'on ne 

peut pas intégrer Wj:\/ * + (5—3 )• 

Si du point G , centre des coordonnées, on mène GZ perpendicu- 
laire sur la tangente au pdnt M , et qu'on prenne pour nouvelles 
variables CZ = p et l'angle TMP ±= a, on aura l'angle PCZ = a «t 
CZ =p = MC cos (a — MCP) ; développant le second membre , et 
mettant , au lieu de CM cos MCP et CM sinMCP, leurs valeurs j: 
ct^, on aura: 

# /)= JCCOSa -f^siUa. 
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Difiérentiant cette éqaation et obseryant qa'oa a dx'^'z^dssinoL 
eidys= fibcosa , il tiendra : 

dp 

Au moyen de ces éqaatioas, od obtient les valeori de xeiy 
exprimées en fonction de /^ et a» savoir : 

dp . 
jc=/i cosa — ^sm«, 

J^ = » 8În« + -^COSa. 
ax 

Enfin , de celles-ci on tire : * 

i/j: = — rfasina^/i + ^j, djr =: daCOS0L(p+-^j • 

donc ds = dai(p-\''^V et intégrant , ^ 

Telle est l'expression de Tare dans laquelle il faut substituer la 
valeur de p en fonction de a. 

On doit remarquer que si Téquation entre a? et y est algéorique>. 
réqualion entre /? , sina et cosa sera également a^ébriquo. 

Prenons fpda de manière à ce qu'elle s'évanouhsse au point A , 

dpo dp 

et désignons par — la valeur que prend lexpression -f- .en ce- 

point, on a: 

Cette formulé se simplifie en supposait qtie Taxe des abscisses 
GP, qu'on peut prendre arbitrairement , se confonde avec la per- 
pendiculaire à la courbe menée par le point A ; &r alors on aura^^. 

en ce point a = , et -— = 05 ce qui donnera . 

«ta 



Digitized by LjOOQ IC 



392 TBAITÉ DES UGNBS 



=$/«^»+|- ■ (« 



Maintenant, pour avoir la longueur AMB = S', il faut prendre 
Fintégrale fpda depuis le point A , où nous supposeo» a = , jus- 
qu'au point B, où nous supposons a = 6. L'arc S' s'obtiendra en 
prenant pour fpdx l'une des valeurs approchées Jpda=:^^^ 
fpdaL:=^^ ^ dans lesquelles M est la moyenne entre les n quanti- 
tés suivantes : 



1 6 20 n — 1 
-(F.+ F»), F-, F- F^ 

2 n fi n 



et N est la moyenne entre les n quantités 



F^ F^® F^^ F?ÎL=ifr 



e'estgà-dire entre les valeurs que prend la fonction F (a) repré- 

n — i 
sentant j9, lorsqu'on y fait a =0, a=0, « = -,...,« = ^K 

36 50 2«— 1^ 

2/1* 2/1 ' 2»' 2» 

Le second terme — de l'équation (1) a pour expression dans le 

cas où l'on prend 6M pour la valeur de fpda : 

dZ'^ d^ 12 \«/ ^6 "•■ 720 W VrfO» dd^ / 

Dans le cas où on prendrait ON pour valeur approchée de lac 
même int^ale on aurait : 

rfa "" rfO "^ 24^/ 576oU/ Uô* <^«o' / ' 

en sorte que la longueur de l'arc S' a pour valeur l'une des exprès 
sions suivantes r 
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Ces fco'iDules se simpliient beaucoup si on a — = , c'est-à dire 

si le rayon vecteur CB est perpendiculaire en B à la courbe j or 
cette condition est toujours facile k, remplir , parce qu'on peut 
prendre pour centre des coordonnées Fintersection des deux per- 
pendiculaires à Tare AMB menées par ses deuir extrémités. Alors 
on aura • 

, -"+4(J)'(S-?0' ■ 



5760 WV^* ^«oV 

Ces égalités donneront S' avec toute l'approximation qu'on Vou- 
dra 9 en prenant le noâibre M assez grand pour que les termes où 

entre comme facteur / - j puissent Are négligés. 

^ Dans relUpse et les courbes ovales analogues , en faisant ^=x^^ 

le nombre tc représentant la demi-circonférence dont le rayon est 
A , les dernières expressions de S' se réduisent à 



Ainsi Tare de la courbe a pour expression S' = j (M -|- N) , c'est- 

M+N 
à-4ire qu'il est le quart de la circonférence dont le rayon est — -~ . 

^ On peut remarquer que le résultat trouvé pour les courbes 
ovales composées de quatre secteurs à angle droit , égaux entre eux 
et placés symétriquement autour des axes communs, s'étend à une 
infinité d'autres courbes composées d'un même secteur qui se ré- 
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pète UD certain nombre de fois dans des positions alternatives. Soit 
Tangle de ce secteur ; si est commensarable avec l'angle droit, 
la courbe rentrera sur elle-même après une ou plusieurs révolu- 
tions autour du centre commun de tous les secteurs ; mais si n'est 
pas commensurable avec Fangle droit , la courbe fera une infinité 
de révolutions autour de son centre. Dans tous les cas , Tare de 
courbe qui termine le secteur dont l'angle est , a pour valeur la 
quantité OM ou 6N , c'est-à-dire qu'il est égal à l'arc du secteur cir- 
culaire dont est l'angle et qui a pour rayon la valeur de M ou 
deN. 

Cette théorie permet de trouver la longueur d'un arc quelconque 
d'une des courbes |iu second degré, et toute la question se trouve 
ramenée à trouver la fonction p = F(a) et à calculer ensuite M 
ouN. 

jàpplicaiion. 

305;— -L'équation de l'ellipse rapportée à son centre et à ses aies 
est 

. Supposons , pour simplifier les calculs , tf'= l , ^* = fr'Ci — x*). 
On a trouvé que /i = <r cosa -^^ sin a , il faut donc exprimer x et 
y en fonction des lignes trigonométriques de l'angle a. Pour cela 

on doit remarquer que —^ = cota ; alors , en résolvant les équa- 
tions 

(1) y=b'{i-a:'), ^=coU^ (2) 

on aura les valeurs de x et y. 

dy ' X 

L'équation (1 ) diffèrentiée donne -f- = — t* — = cot a , en conse- 

dx y 

quence 

COfa , h^ 

et .r* = 



fr*+cot*« "^ ^'+COtV' 



COS oc 

dans ces valeurs, à la place de cot « , mettons -; — , il vient : 
^ sma 
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ou bien 

cos*a , 6* gin 'a 



1 — sin *a (1 — 6*) ' -^ 1 — sin \ (1 — b*f 
• Maintenant si on pose 6* = l — c% il vient : 



cosa é^'sina 



V^(l— c^8in"a) V/(l — c^sin'a) 

Transportant ces valeurs dans l'expression de p, on a : 

cos*a 4- 6* sin *a 1 — c"* sin *« , y- , . , ^ 

\/(l— c-sin-a) i/(1— e'sin'a) 

Ainsi on voit que pour Tellipse , la fonction de Tangle a représen- 
tant la longueur de la perpendiculaire menée du centre sur la 
tangente , est 



p=F(a)=\/(l— c^sinV). 

D'après cela le quart du périmètre de l'ellipse aura pour exprès- 
slon - M ou -N. Métantlamoyenneentrelesnquantitéssuivantes^ 

\ /a a . 27C ^n 

\/ (1— c"sin*) — . — \/ I— ifsfn* ■^•^—7;^ . 



N étant la moyenne entre les n quantités qui suivent : 
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\ /\ . . .5» 5ir 1 /" , . . (2»-l)ir (2n— l)ir 

Bjiperhole. 

306.— L'équation de Thyperbole rapportce à son centre et à ses 
axes est 

et en posant û=I, y=6\(x' — 1), différentiant cette dernière 
équation , il vient -. 

ydy. = b^xdx , -p- = — ^. 
^ dx y 

Ainsi les équations donnant x et j^ en fonction des lignes trigono- 
métriques de Tangle « sont 

h'x 

— =cota^, yz=b\x*—\). 
En les résolvant , on a -. 

— COfûe — COS'a COS'a 



fr*—- COt > fr* sin "a — COS *a COS 'a — b* siu '« '^ 

,__ — y _ 6< _ ' Msin'g 

•^ "" 6^_cofa "" C0t'«-~6* "" COS'a — à*S!nV 

Posant 6' = c* — 1, les valeurs de x^ et j^' deviennent : 



cos*a , fc'sin 



•^=: — irnr^. ^ 



a 



1— c'sin'a' -^ 1— c^sin'a' 

transportant ces valeurs dans l'expression delà perpendiculaire ) i^ 
vient : 
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_ ces 'g + b* sin 'g _ 1— sin'a(i— ^y') _ 1 — siD*a(2 — O 
V/l — c*sin*g \/l — c*sin*g k'I — c« sin 'a' 

Ainsi dans rhyperbole^, la fonction F (a) = j? est 

I— sin*g(2— O 



p = F(a) = . 



V/l-<c*sin*g 



Ayant cette fonction , si on vent la longueur d'un arc hyperbo- 
lique, commençnat au sommet, on déterminera à l'aide des coor- 
données j: et j^ de son extrémité l'angle 6 que fait l'axe tranverse 
avec le diamètre passant par cette extrémité , et on appliquera en- 
suite les formules générales à la fonction particulière qu'on vient 
d'obtenir.^ 

307. — ^Nous avons vu que les formules se simplifient beaucoup 
toutes les fois que les extrémités de l'arc qu'on veut rectifier sont 
telles qu'en les joignant à l'origine des coordonnées, on obtient des 
lignes perpendiculaires en ces points à la courbe. 

La marche à suivre pour obtenir l'expression de p est la mém% 
dans tous les cas, seulement ayant l'équation de la courbe 
y =6* (x* — 1) rapportée à son centre et à ses axes , il faut trouver 
l'équation lorsque l'origine est au point où la normale à l'extré- 
mité de l'arc à rectifier, coupe l'axe transverse. 

Soit x = m Fabscisse de la nouvelle origine , les axes restant pa- 
rallèles , réquation devient : 

• 
^ = 1* (x" -[- m»— 2/wj:— 1). 

Désignons par x\ y les coordonnées de l'extrémité de l'arc dont 
il s'agit , on sait que le point où la normale en ce point coupe l'axe 
transverse a pour abscisse (1+6') x\ en conséquence m = (1+^*) x', 
alors l'équation de l'hyperbole est 

y=:b'[x' + jc"{l-\'b*)''2xx'{i + b')--'i]. 
L'angle 6 sera déterminé par l'équation 
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Ainsi maîatenant on a Véquation de la courbe rapportées à des 
axes les pins convenables pour déterminer, le plus simplement pos- 
sible, la longueur de l'arc dout j:', y sont les coordonnées delà 
seconde extrémité , le sommet de Fhyperbole étant le point où il 
commence ; en outre on connaît l'angle ô formé par les deux rayons 
vecteurs extrêmes. En conséquence on peut appliquer les formules 
générales. 

Parabole. 

308. —La parabole étant une courbe sans centre , pour calculer à 
Taide des formules développées ci-<Iessus la longueur d'un arc, il 
faut prendre pour origine des coordonnées un point tel que le rayon 
vecteur passant par Tune des extrémités soit parpeadiculaireàla 
courbe et soit Taxe des abscisses , et que l'autre rayon vecteur pas- 
sant par la seconde extrémité de l'arc soit pareillement .perpendi- 
culaire à la parad)ole. 

L'équation de la parabole rapportée à son axe et à son sommet 
eA 

Supposons que l'arc à rectifier commence à l'origine , et que 
j:^, y soient les coordonnées de l'autre extrémité. Le point où la 
normale au point (x, y) coupe l'axe des cr a pour abscisse x'-f/?. 
Transportons en ce point les axes parallèlement à eux-mêmes, 
l'équation de la parabole devient : 

L'angle ô des deux rayons vecteurs est donné par Téquatiôn 

y 

tangerrr:-^. 
P 

Maintenant ayant l'équation de la courbe rapportée à des axes 
convenablement choisis, cherchons la fonction j!? zi= F (a). 
On a les deux équations 

A désignant le demi-paramètre afin d'éviter toute confusion. 
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Résolvant ces deux équations par rapport à j: et ^, il Tient : 
_ 2A _ 2A ,^_ 2A--cot'«(A+a:^) 

Substituant ces valeurs dans l'expression de /i, on a : 

2A-cof«(A+x'j , 2A . 

/?= :rp ï COSa-^ sma. 

^ COt*a COt<y 

Remplaçant cota par sa valeur -: — , il vient, en posant 
A + a:' = B: 

sitfa(2A — Bcofa) , 2Asîn*a 4Asin'«-*B8inVeoi'a 

COSa COSa COSa 

Equation qu'on peut mettre encore sous la forme 

4 A sin*a — B sin'a cos*a 4 A sin*a — - B cos 'a 

p = r-3 = -f . 

COSaSma COSa 

Ainsi on a: 

sin'«(4A + B) — B 



p = F{a). 



VT^ 



sma 



Dans la position où se trouvent les axes , l'arc sera donné par l'une 
des formules: 

s - "M + -^^-j \j^ - -^) 

^-*^-576ôi«j y-d^'-dj)- 

Les quantités M et N sont toujours déterminées par la même mé- 
thode , quelle que sdt la position des axes de coordonnées. 

Cette méthode pour rectifier un arc parabolique n'est jamais 
employée, on ne Ta exposée ici que comme application de la mé- 
thode générale. 
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Développées, 

309.— L'équation générale 5=\j9<fa -|- ^ — -^sertà démontrer 

one propriété remarquable des développées des courbes du second 
degré , qu'on énonce de la manière suivante : 

Les arcs des développées compris entre deux points, tels que 
a , a', soient les angles que font les tangentes à la courbe en ces 
pcHnts, avec l'axe des x^ s'expriment en fonction algébrique des 
lignes trigonométriques de ces angles. 

Ellipse. 

L'équation de 1» développée de Fellipse peut être ramenée à la 
forme 

9 t 



('-:)'+ (-^)'='. 



m , n désignent les coordonnées des points où Tune des quatre 
branches coupe les axes. 
Fig« 97. Si les axes sont Oy, 0'x\ de cette manière les deux rayons 
vecteurs extrêmes sont perpendiculaires à la courbe. 

Les axes de l'ellipse dont pk'oyient cette courbe, se déterminent 
au moyen des équations 



Pour déterminer Féquation 

i\) ^ = J^sina-f-^COSa. 

On a les deux autres 
L'équation (2) diffiérentiée donne : 
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m \ m) ' » V n/ 

d'où on tire : 

.(-Il 
(-sy 

En conséquence Véqualion (3) devient : 






.(,-0taaga = «(l-f;y. (4) 



Éliminant ,r entre les équations (2) , (4) , on a : 

/ j:\' 1 ^' 

^ ^ 1-f— tang'a ' 

Éliminant ensuite j^, on trouve de méme^ 



/ J^V ^* w' tang'g 

(^^ "■ ^/ = * "~ rC + m" lang'a "~ «' + m' taug'a * 

enfin déduisant les valeurs de x et y, on a : 

mn^ ^"^^ tangua 

(n' + m* tangua)' (^^^ + ^^ t«ns'«)' 

. sin a . 
Dans CCS valeurs substituons à tang « son expression ^^ , U vient : 

56 
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mn^ cos^a mn? cos'a 

(jC cos'a + wi'sin'a)* [w* — (I»" — n*) cos'a]* 

«m'sîn^a ww'sin^a 

(/l'cosV + m* sin*«)^ [/»• — (m» s— /O cos'a]^ 
posant wt' — n' = c% il vient : 

/wn3 cos^a nm} sin'a 

XrrrA/e —, yz=zn 5-. 

(m* — C" COS'a)'' (w' — C* COS\f 

Substituant ces dernières valeurs dans Féquation (1) , on a : 

mn^ cos^a sin a + nm} sin'a ces « 
p = msina-f" 'ïCOSa ! j . 

(m* "- c* cos*(xf 

Le terme fractionnaire du second membre peut se mettre sous 
la forme : 

mn sin, a ces « (n* cos'a -f- ^* sin'a) __ m» sina cosa 
{m' — C* COS'a)^ (m*- c'cos*»)» 

en sorte que Téquation (1) devient : 

mnsinaCOSa 



p = w sin a + «COSa — 



1 • 
(/»" — C'COS'a)* 



Maintenant pour avoir la valeur de *, il faut intégrer //7^a , 
et alors remplaçant /> par sa valeur, on a : 

//.£/« = -m /sin «rf«-|-7i/C0S«rfa-m/iX rj!fî±2??^ 



r SmaCOSa^a 

J {m' — c'cosV 



Effectuant les premières intégrations partielles , il vient: 



fpda=: — mcOSa + «sina— win 

^COS'c 



r SmaCOSaaa 

1 



Digitized by LjOOQ IC 



BU SECOND ORDRE. 403 

Pour intégrer la dernière expression , remarquons que 

û?(m'— C* COS'a)* = C* Sina COS a da {nC^C* COS*a) 

€n conséquence 



i 



Sin«COSa<£» 1 r^/ a . » si 

(/»' — C*COS'a)* 



alors fpcU = — m ces a -f- '^ sin a — (m* — c* cos*a)*+ const . 

On voit que jpd% étant une intégrale complète , il s'ensuit que 

dp dp 

-/- , -3-2 seront algébriques et que par suite Tare s a une valeur 

algébrique en fonction des lignes trigonométriques de Fangle a. Il 

ne nous reste plus qu'à le déterminer. 

L'intégrale fpdoL doit être nulle pour a=:0, cette condition 

, _ , m^ . . 

donne a la constante pour valeur — ^ , amsi 

fpdoLssz — WCOSa-fnsma-^-- -(W* — c'C08a)*-| ;-. 

* dp 

Cherchons la valeur de -^ , et pour cela différcntions Téqua- 
tion(l), il vient: 

dp mn Y Im 

^=/?ecosa— nsina — -— r — ; — 7- (/7i*~c'cos'a)*(cos'a — sin'a) — 
doi (/w^— c'cos«)L 

— sina COS ac'sinacosz(/7i*—c'cosV) * . 

Réduisant tous les termes entre parenthèse au même dénomina- 
teur, il vient : 

-^=WlCOSa — «sina — j^ [wi^(COS'a — sin'a) — c'C0S*a], 

"^ ' (w'— c'COS'a)» 

I 

de là on tire: 
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dp^ , nui ^ , ,, mn mn 

Substituant les valeurs de Hntégrale, de-/, -^ dans l'exprès- 

a a. u^ 

sion de Tare s , il vient : 



5 = — mC0Sa-|-7tSina -m* — c'COSa)' H ^-f-mCOSoL — 

c c 

— n sin a ^ [m"(cos'a — sîn*«) — c'cos*a] ; 

K — n'sin'a)* 

simplifiant , on a : 



5 = _ . ^ [w* -f. c4cOS a — âmVcOS a + 

^ c'(m*— c'cos'af* 

+mV*(COS*a — Sin'a) — C* COS*a] ; 

réduisant encore , Téquation devient : 



m' 



"*'* r V a «M ^ Va ^^ •1 

c>(m*— c'cos'a)» L (;^«_ c'cos'a)* J 

Ainsi Tare s a pour expression 

r — ^T 

L (to'-c'C08'«)»J 



m' 



Supposons qu'on prenne un arc ter que les tangentes à ses ex- 
trémités fassent avec Taxe des x les angles « , «', d'après l'équa- 
tion à laquelle on vient de parvenir, on aura : 



s = 

c 



't r î î -1 

LK— c'cos'a)» (w'— c*cosV)* J 
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Donc le théorème énoncé sur les développées est démontré par 
celle de l'ellipse. ^ 

Hyperbole. 

310,— Si on prend pour axes de coordonnées la tangente au pjg, gg 
point où deux branches se terminent et la perpendiculaire en ce 
point à la tangente , Féquation de la développée de Jhyperbole 
est de la forme 

j î 

my* — /i (A — a:)' = — 1 . 

Le» axes de coordonnées étant M^', M:r', les axes de la courbe 
d'où elle provient sont donnés par les équations 

* t 

'^=^(^435)» '*=(^\i:^) > laquaatitéAreprésente— ^. 

Pour déterminer Téquation /? = ^sina+^cosa, on a les équa> 
lions 

(1) /lïx»— /i(A-jr)«= — 1, ^ = — tanga. (2) 

£n différentiant Féquation (1) , l'équation (2) devient • 



1 



tanga= ^i^j 

/»(A — a:)' 
d'où on tire : 

/i(A-x)ï=-^Ç^. 
' mManga 

Portant cette expression dans Téquation (1) , il vient - 
'"^ m' lang' a ^^ ' ^" '^ n' ^ m} tangua ' 
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/»* tangua 

et par suite y = 5 . 

^ («3— m' tang'a)» 

Portant la vaienr de j^ dans l'équation (1), on en déduit : 



(A — j:)'=-t -v; ^, d'où j: = A- 



«5-/»5tang'«' """ ^ ^, , 3. . i' 



Ainsi on aura donc : 



— n} w^tang^a 

^ — A-l ^ j-, r = ~' s- 

(«3 — mî tang* «)* ( /i* — w^ tang" a)* 



Remplaçant dans ces valeurs tanga par , puis posant 

n'+ w^ = c*, il vient : 

^ — n?cos?A m^sin'a 

(;i3 _ c3 sin'a)* (n^— 1?3 sin'a)« 

Substituant les valeurs de x et y dans la fonction à déterminer, on a : 

. . , — w^eogiasina + m'sin'acosa 
jE?=:AsmaH ! 5 = 

^ . , sinacosa^( — n^ cosV + *»' siu'a) 

=:AsmaH \ i, 

[n^ — c^sin'a)^ 

, . sinacoscx(n^ — c'sitfa) ^ . sinacosa 

ou /? = Asma •' ^5 =7Asmfi 



{n>^ c^ sin'a)* (n^— c^ sin'a)» 

La fonction /7 étant trouvée , déterminons ;^ > "^ • 
On a: 
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^ =: A cos a H ^ [/n* (sin'a - cosTa) — c»sin*a] , 

Il ne nous reste plos qu'à intégrer, 

/prfa = A /sma aa — â -^. 

J(n»— c'sInV 
Effectuant les deux intégrations , il vient : 

i 1 

fpd9i -3 — A COSa + -rj («'— C^ 8itfa)»+ COnSt. 

La constante se détermine par cette condition qae pour a = , 

1 ' 

rintégrale fpda, doit être nulle. Ce qui donne const. s A— -g /t^. 

En conséquence 

t 
iit I 1 

/rfpa =s A r— Acos«+-r («•—(:• sin*a)* . 

Les quantités -^, -^^ fpda étant déterminées, on a pour lat 
valeur de l'arc : 



5 = A }• — A cosfli -f- "5 (n^— c^sin'a)' + A^ <î<»« + 

H ^ r ['»^(8in*a — cos'*) — e^ sin^a] — A -}- -^ . 

(n3_c'sin'«)^ »' 

Réduisant tous les termes au même dénominateur et simplifiant , 
il vient : 
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,= Zl^jtf! ^ î ^^n^ + c*sm*a — 2/1^ c^sitfa + 

+ n^ (siû a — cos'a) c* — c^ sin^a ] j 

* = =4^+ r(«*-»''^')- 

71* c* c' (n' — c' sin'a)* 

Enfin, remplaçant /i* — h^c^ par — /l'm^, on a i 



73 1 ~ T r 



(/^î — c^sln*a)* 

Telle est l'expression de la longueur d'an arc commençant à Vun 
des points de rebroussement. D'après cela , la longueur d'un arc 
compris entre deux points tels que les tangentes à la courbe en ces 
points fassent avec l'axe des x les angles a , a', a pour expression : 

, n^m^r 1 1 "f 

^=-73- ï » U 

L(»3 — c3 sin'a)* («5 - c3 sin'a')» J 

équation qui démontre le théorème énoncé sur la développée âe 
l'hyperbole. 

Parabole. 

311. — ^L'équation de la développée de la parabole peut être ra- 
menée à la forme 

lig. 96. 

My', Mx étant les axes de coordonnées, leur origine est à son 
point de rebroussement , et Taxe des x est la tangente en ce point 
à la courbe. L'équation qui détermine le paramètre de la parabole 
est 

2 
Les équations déterminant la fonction /7 = jt:siua-(-j^cosa sont : 
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af = -- j:' , -T- = tanga =- — . 

Eliminant y^ on trouve j: = 3c£ tang'a, puis ensuite il vient 
^ = 2a tangua. En conséquence 

.... . 3asin'«+2asin'oi 
pz=:Za tang a smot + 2a tang'a cosa = • * =. 

= 5asinaX tang'a. 

Ainsi /7 = 5asinatangV. 

Alors 

dp ^ ( , . . 2 ^ \ ^ /sin*«cos'a+2sin'a\ 
-^ = 5a { tang a cosa -4- sma — -r- tanga == 5a -^ ) . 

É?a \ COS'a ° / ' \ cOS^a / 

et par suite 

aa 



Cherchons maintenant l'intégrale fpdx. 

Gsin^a \ ' 
— -^duX = 
COS a / 

= 5a (sin'a tanga — 3/taDga sin'a COS a cLt) , 
ou fpd(x = 5a (sin'a tang a — 3 /'sin^a d^) . 

^ ^ * /- • 3 » Sin'aCOSaH- 2C0Sa ^ ^.^ 

Or on sait que f%\v?x d(x = — ,• substituant cette 

o 

expression dans /pd<x , il vient : 

fpda, = 5a (sin'a tang a -f- sin'a cos a -f 2 COS a) -}- const. 

Eh faisant a = , Jpda devant être zéro , on a const. = — lOa ; 

ainsi Jpda =: 5a (sin'a tanga -f- sin*a cosa + 2 cosa — 2). 

Par conséquent ^ 

--/.,^ ... ,^ , sin'acos'a+2sin'a ^\ 
5 = 5a sm^a tanga + sm*a cosa + 2cosaH ^ 2 ) , 

\ ' ' COS^a / 
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égalité qu'on peut mettre sous la forme : 
_ / cos'atang'g + 2tang*a+sin^«+stnVcos'g+2co8*tt \ 

"~ V cOSa / 

_ / cos'g tapg'g + 2 tang'a + I + COS'a ^\ 

Remplaçant taog a par , puis réduisant tous les termes au 

même dénominateur cos^a , il vient : 

^ /COS"a Sin*a + 2 8in*a + COS'a -f COS*a ^\ 

s = oa 1 — 2 I == 

\ COS'a J 

^^^|-2(8in'a-f-C08V)_g1 
L COS*a J 

Enfin Texpression de l'arc réduite à la plus grande simplicité est 

s = 5a( — = 2 ) ou encore s = iOaf — r 1 ). 

VcOS'a J VCOS'a / 

Maintenant considérons sur la courbe un second point tel que la 
tangente en ce point fasse avec Taxe des x l'angle a', Tare compris 
entre ce point et celui où la tangente fait l'angle a avec le même 
axe , a pour expression -. 

\C0Sa COS'a/ 

équation qui démontre le théorème énoncé. 

Considérations générales. 
Reprenons les formules 

(1) s=.fpd.+f-~-^,^m a:=pcos.-f^sma, 

dp 
(3) y=zpsmoL -h —-COS a. 

ucc 
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Supposons qu'on prenne p de manière à obtenir Jpdx algébri- 
quement ; ainsi posons Jpda, = q , alors avec les deux autres équa- 
tions on obtiendra , par l'élimination de l'angle a, Téquation d'une 
courbe qui est rectifiable, comme le mvX toutes les développées des 
courbes algébriques. 

L'hypothèse admise donne p = -~. 

aa 

dq d^q . dq , , d^q 

J: = -~C0Sa — -—Sma, J^= ~-Sma+-r-7 COSa, 

aoL dx doL doL 

d'q 
et l'arc ^ = ^ + t^ + const. 

dOL 

Gomme on peut donner à p un grand nombre de valeurs , telles 
que fpdx soit algébrique, il s'ensuit qu'à l'aide des équations (i) , 
(2) , (3) on peut avoir un grand nombre de courbes rectifiables et 
en môme temps la valeur d'un arc de ces courbes terminé à deux 
points donnés. 
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APPENDICE. 



Génération, 



312.— Une courbe quelconque étant donnée ^ on peut concevoir 
qu'un point soit doué d'un mouvement tel, qu'à chaque instant 
la direction de ce mouvement venant à varier, ce point serait con- 
stamment sur la courbe, ou, en d'autres termes, décrirait celle 
courbe. Il suit de là qu'une courbe peut être donnée par la loi 
du mouvement d'un point générateur. 

Supposons que toutes les forces qui agissent sur un point ma- 
tériel soient en même plan , quel que soit leur nombre on peut 
toujours les remplacer par deux forces uniques -, soient AB, AC 
Fig. 183. leurs directions. Admettons que dans le temps t très-court le point 
A vint en B sous l'action unique de la force P, et en C sous celle 
de la force Q, alors sous l'action combinée des deux forces P, Q, il 
suivra la direction AD et viendra en D, extrémité de la diagonale 
du parallélogramme ABGD, dans le même temps /. Le point A 
arrivé en D, va se transporter en G extrémité du parallélogramme 
construit sur les lignes DE, £F représentant les espaces parconros 
par ce même point s'il avait été soumis successivement à l'influence 
des forces P, Q dans le temps t, les directions et les intensités des 
forces P, Q étant données par la loi du mouvement. L'espace de 
temps t doit être pris assez court pour qu'on puisse pendant ce 
temps considérer les forces P, Q variables, comme constantes,- il 
suit de cette observation que les lignes AD, DG, GH sont très-pe- 
tites et représentent les éléments de la courbe décrite par le point. 

Donc à un instant donné la diagonale du parallélogramme con- 
struit sur les deux forces représente la direction d'un élément de 
la courbe décrite. 

Si les forces agissant sur le point ne sont pas toutes en même 
plan , on pourra les réduire à trois , et alors chaque élément de la 
courbe décrite par le point sera donné en direction par la diago- 
nale du parallélipipède construit sur ces trois forces. 
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31B.— PaT ûn point donné sur une courbe plane, mener une 
tangente et une normale à cette courbe. 

Soit M le point donné sur la courbe MHH', soient MG, MD les pig. lo. 
directions des deux forces agissant sur le point M, construisons sur 
ces lignes , représentant en grandeur les forces P, Q un parallélo- 
gramme ; dans sa diagonale IVIG on a la direction et l'intensité de la 
résultante R; cette ligne MG est la tangente cherchée, puisqu'elle 
est la direction que prend le point générateur de la courbe au 
point que Ton considère M, sous Tinfluence des forces données P, Q. 

La tangente en M étant MG , la normale en ce même point est la 
perpendiculaire MN à la tangente. (Telle est la méthode de Ro- 
berval, géomètre français, pour mener des tangentes aux courbes.) 

314.— Par un point donné hors d'une courbe mener une tangente 
à cette courbe. 

Soient MNP la courbe donnée et A le point extérieur par 
lequel il faut mener une tangente à la courbe. Par les points 

m, m\ rn!\ m'^' n, n\ n" menons des normales à la courbe, 

puis ensuite du point A abaissons des perpendiculaires sur ces 

lignes, soient ^, q\ q'\ q'' /?, p\ /', /?'" les points où Fig. 184. 

elles les rencontrent. Si on a pris les points sur la courbe trèsrap- 

proches, q^ q\ q" vont déterminer une courbe auxiliaire qu'il 

est facile de construire ; les points où elle va couper la courbe pro- 
posée, car généralement il y en a plusieurs , sont les joints de 
contact des tangentes, menées du point A à la courbe MNP. Soit 
P Tun d^eux , la ligne AP est perpendiculaire à la normale en P à 
la courbe MNP, et comme elle la rencontre au point P de cette 
courbe, il s'ensuit que AP est la tangente demandée , P étant son 
point de contact. Du point A il y autant de tangentes possibles à la 
courbe , que la courbe auxiliaire rencontre de fois la courbe donnée. 

La méthode générale qu'on vient d'exposer est celle qu'on suit 
en géométrie élémentaire pour mener une tangente en un point 
donné hors d'une circonférence. En effet , soit OA une circonférence Fig. 85. 
et M le point donné extérieurement. Sur la ligne OM comme dia- 
mètre décrivons une circonférence , cette courbe est le lieu des 
pieds des perpendiculaires abaissées du point M sur les normales à 
la circonférence OA ; car un rayon quelconque OH est une nor- 
male à la circonférence OA ; alors joignant le point H où elle coupe . 
la seconde circonférence au point M , l'angle OHM est droit comme 
inscrit dans un demi-cercle. Donc HM est perpendiculaire à OH; 
alors les points A et B où les deux courbes se coupent joints à M 
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donnent les deux tangentes qa'on peut mener du point donné à la 
circonférence OA. 

315. — Mener une tangente parallèle à une ligne donnée. 

Soient CD£ la courbe donnée et AB la ligne à laquelle doit être 

parallèle la tangente. Par les points m, m\ m!\ m"' menons 

dans le même sens des tangentes à la courbe » et prenons sur elles 
des longueurs égales à partir des points de contact. 

Fig. 185. Soient p, p\ p"^ p'" les points ainsi déterminés. Par ces 

mêmes points menons des parallèles à la ligne donnée AB et pre- 
nons sur elles des longueurs égales à partir de leurs points de départ. 

Soient 5, s\ s'\s"* les points qu'on détermine. Ces derniers 

points appartiennent à une courbe auxiliaire qu'il est facile de 
tracer si les points sur la courbe GDE sont pris suJBBsamment rap- 
prochés les uns des autres. 

La courbe auxiliaire s^s"s"\..., rencontre la courbe en un 
ou plusieurs points, mais généralement en plusieurs 9 soit M l'an 
d'eux , par ce point menons MP parallèle à AB, cette ligne est la 
tangente demandée. Car concevons une tangente parallèle à Afi, 
la ligne analogue à ps se coiifond avec cette tangente , et le point 
analogue à*s coïncide avec le point de contact. Donc ce point sera 
M, intersection de la courbe auxiliaire avec la courbe donnée. Donc 
MP est |§ tangente cherchée. 

La courbe CD£ possédera autant de tangentes parallèles à AB 
qu'elle sera coupée de fois par la courbe auxiliaire ssYs"' 

315. — Par un point donné hors d'une courbe mener une normale 
à cette courbe. 

Soient MNP la courbe donnée, et Q le point donné. Par les 

points /w, , m, , Wj , /»4 pris arbitrairement sûr la courbe menons 

des normales à cette courbe , ces lignes en se coupant déterminent 
une suite de points j, 7', q'\ q"' qui constituent une eonrfoe telle 
que ses tangentes sont normales à la ligne donnée ; et réciproque- 
ment toutes les normales à la courbe donnée sont des tangentes 
à la courbe auxiliaire. 
Fig. 184. Cette courbe se trace aisément si les points /»,, /»,, m,, m^ soui 
très -rapprochés les uns des autres. Maintenant du point donné Q 
menons une tangente à la courbe auxiliaire ; cette tangente RQ) 
d'après Vobseryation faite précédemment , est une normale à la 
courbe MNP, et comme elle passe au point Q, il s'ensuit qn'eUe 
est la normale demandée. 
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Il y aura autant de uormales à la courbe passant par le point 
Q qu'il est possible de mener de tangentes à la courbe auxiliaire 
par le même point. 

La courbe auxiliaire qu'on a employée est la développée de la 
ligne MNP. Pour la construire il suflBt de mener à MNP une suite 
de normales et de déterminer la courbe qui est tangente à toutes 
ces lignes. 

317.^ — Mener une normale à une courbe parallèle à une ligne 
donnée. 

Soient la courbe MNP, et AB la ligne donnée. A la courbe MNP 
menons une tangente parallèle à XY , qui est perpendiculaire sur 
AB, soit BD cette tangente, et D son point de contact j si par le pig. is/^. 
point D on mène une perpendiculaire à BD, on a dans la ligne RQ 
qu'on détermine ainsi , la normale demandée, Cette construction 
montre qu'il y a autant de normales parallèles à AB qu'il y a de 
tangentes parallèles à XY. 

On est maintenant à même de reconnaître que le plus souvent les 
propriétés particulières des courbes sur lesquelles on opère, don- 
nent des procédés beaucoup plus simples que ceux que Ton vient 
de présenter, pour mener une tangente à une courbe, soit par un 
point extérieur à cette courbe » soit parallèlement à une droite 
donnée. 

318. — Mener une normale commune à deux courbes données. 

On va prendre deux ellipses ayant deux positions quelconques 
par rapport l'une à Vautre , et ce qu'on va dire pour ces courbes 
s'appliquera à deux autres quelconques. 

Soient MNP, M'N'F les deux ellipses données, et O, O' leurs Fig. los. 
centres. Aux deux sommets A, B de la première, tirons les deux 
tangentes , puis prenons sur la partie AMB une suite de points très- 

rapprochés les uns des autres , soient a, 6, c^d^e^f^g Par ces 

points menons des tangentes à l'ellipse que nous désignons par Al, 
h% c3, ^4, e5, /6 Des numéros d'ordre aux extrémités des tan- 
gentes rendent dans la construction graphique une erreur plus diffi- 
cile à commettre. 

A la seconde ellipse menons deux tangentes A'I , B'I parallèles à 
Al , Bl 5 soient k\ B' les points de contact de ces tangentes ; sur la 
partie A'M'B' menons des tangentes parallèles à «elles tracées sur 

la première ellipse; soient a\ b\ c\ d\ e\f\ g' les points de 

contact et a% b% c'*, d% e'6,/'7 ces ligues. Maintenant des 
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points de contact A', a', b\ c\ d\ ... B', abaissons des perpendicu- 
laires sur les langentesAl, ^2, ^,^4, rf5.... Bl;soienta, p,7,^..... 
les pieds de ces perpendiculaires, tous ces points déterminent une 
courbe qui sera d^autant plus facile à tracer que les points <i, 6, c, 
d^ e^f^ g auront été pris plus rapprochés les uns des autres. 

Cette courbe a tous ses points hors de Tellipse MJNP, puisqu'ils 
appartiennent à des tangentes à cette dernière ; si les deux parties 
de courbe AMB, A'M'B' ont une normale commune, il est évident 
que cette ligne est une des perpendiculaires tracées dont le pied est 
sur Tellipse MNP. Ainsi donc si la courbe qu'on vient de tracer est 
tangente à Tellipse MNP, son point de contact est le point où la 
normale cherchée rencontre la première ellipse. Dans le cas qui 
nous occupe , on voit que la courbe auxiliaire est tangente à l'el- 
lipse en M. Alors , si en ce point on mène la normale à Tellipse 
MNP, cette lignes MM' est la ligne demandée. Car la courbe 

a^Y^ est telle que si d'un de ses points on mène une tangente à 

Feilipse MNP et une perpendiculaire à cette tangente, la ligne qu'on 
obtient est normale à la seconde ellipse M'N'P' ; or, le point M' étant 
sur les deux courbes, il s'ensuit que la perpendiculaire en M à la 
tangente menée de ce point est normale à l'ellipse MNP, et en vertu 
de ce que nous venons de dire , ello est aussi normale à l'ellipse 
M'N'F \ on en conclut qu'elle est la normale commune aux deux 
parties de courbe AMB, A'M'B'. 

Si on considérait les deux parties AMB et A'P'B, et qu'on 
répétât la construction qu'on vient de faire , on trouverait une se- 
conde normale. Il faut remarquer que pour la seconde ellipse on n'a 
pas besoin des tangentes, mais seulementde leurs points de contact, 
et comme les nouvelles tangentes qu'il faut mener sont parallèles 
aux premières , il s'ensuit qu'en menant les diamètres O'A', (ya\ 
(yb\ O'c'...., on aura dans leurs nouvelles intersections avec la 
courbe les points cherchés. 

En prenant la partie APB, et construisant les deux courbes 
auxiliaires que l'on obtient , en considérant successivement les 
deux parties A'M'B', A'P'B', on aura encore deux nouvelles nor- 
males. Les tangentes qu'il faut tracer sur la partie APB s'obtien- 
nent aisément à Taide des premières, puisque leurs points de 
contact sont les extrémités de mêmes diamètres. On voit comment 
l'on parvient à construire les quatre normales, que le calcul nous 
a appris exister généralement pour deux courbes du second degré. 

319.— Appliquons cette méthode à deux circonférences, qui 
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soat les deux courbes pour lesquelles les tangentes et normales 
sont les plas faciles à tracer. 

En considérant les deux parties de courbe AMB, A'M'B'^ on 
obtient la courbe auxiliaire qui touche en M la première circon- 
férence y en sorte que O'M'M est ta première normale. Si on con- 
sidère les deux arcs APB, A'M'B', on obtient la courbe a'pya',... Fig. m, 
qui n'est autre que la première , mais dont les points, sur chaque 
normale à la seconde circonférence, se sont rapprochés de cette 
dernière d'une longueur égale au diamètre de la circonférence 
MNP; d^prës une propriété connue de la circonférence, la nor- 
male en M , est perpendiculaire à la tangente en P, d*où il suit 
que le point M de contact. do la courbe auxiliaire avec la première 
circonférence va venir en P, ainsi M'P sera une seconde- normale. 
On voit comment les quatre normales que donne la construction 
générale pour deux courbes du second degré, se réduisent à une 
seule dans la* circonférence, qui est la ligne des centres. 

Des tangentes communes à deux courbes. 

3aO.— Considérons les deux courbes MNP, M'N'P', si ces deux 
courbes ont une ou plusieurs tangentes, Tune des courbes auxi- 
liaires, telles que ap^'î..* coupera nécessairement M'N'P en un 
certain point, car tx)ncevons une tangente commune, elle fera 
partie d'une des tangentes menées à la courbe MNP pour obtenir 
4ine des courbes déterminant les normales communes , le point de 
contact d'une des tangentes parallèles à la tangente commune me- 
nées à la courbeAI'N'F, sera sur cette tangente, et alors la normale 
correspondante aura pour longueur zéro, c'est-à-dire que Fa bourbe . 
auxiliaire coupera la courbe M'NT', au point de contact dont il 
s'agit. Réciproquement, supposons que la courbe a^è, coupe * 
M'N'P' en un point X , on va prouver qu'il est le point de contact 
d'une des tangentes communes ; en effet, menons de ce. point une 
tangente à la courbe MNP, soit Y j la ligne Y d'après la propriété Fig. 105. 
de la courbe a^y^^.. est perpendiculaire sur la: normale en X à la 
courbe M'NT' et comme ce dernier point est sur cette courbe, il 
s'ensuit qu'elle est tangente à la courbe M'N'P' en X, c'est-à-dire 
que c'est une tangente commune aux deux courbes. Donc les 
points où les courbes auxillairei^ pour la construction des 
normales communes à deux autres courbes, telles que a^Sy,,., 
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coupent celle d'où partent les normales y sont les points de contact 
sur cette dernière des tangentes commanes aux deax courbes. Ge 
procédé appliqué à deux courbes du second degré ^ termine ce 
qui a été dit , lorsqu'on a traité la déjterminatioii des tangentes 
communes aux courbes du second degré par le calcul. 
• 

Application d deux circonférences, 

321. — Le tracé des tangentes et normales étant très-simple, 
lorsque les deux courbes sont des circonrérences, on va* appliquer 
le procédé ci-dessus décrit à ces deux courbes. 

En construisant la courbe auxiliaire pour les deux arcs AMB, 
Fig. 196. A'M'B', on obtient la ligne apy^... coupant la circonférence M'N'P' 
aux deux points Z\ U qoi déterminent bien, comme la construc- 
tion le montre , les deux tangentes communes, ZZ\ W. 

Si on considère les arcs APB,. A'M'B', on obtient la courbe 
a'^'^y qui coupe la seconde circonférence en X' et Y' , alors on a 
les deux tangentes communes XX\ YY'. Il est à remarquer que 
l'on ne doit appliquer cette construction que comme un cas par- 
ticulier servant à faire comprendre la méthode' générale, car 
lorsqu'on donne deux circonférences, il y a des procédés beaucoup 
l>lns simples pour déterminer leurs tangentes communes. 
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NOTE L 



Le retour des suites est une méthode par laquelle ayant uoe 
fonction développée suivant les puissances d'une variable , on peut 
obtenir le développement de la variable suivant les puissances de 
la fonction. 

Ainsi soit j^ = ^ur -f- ô j:' + c x* -f" '^ W la fonction dévelop- 
pée suivant les puissances d^ j:, les quantités a^ by c^ d^ etc. 
étant connues, il faut réciproquement obtenir la valeur de x en 
fonction de j^, c'est-à-dire qu'on ait 



x=Ar+Bj^"+qr* + iîr*+. 



(2) 



Pour résoudre la question , élevons successivement au carré , au 
cube , les deux memlnres de l'équation (1), il vient 



y^ =a^x^'\' 



^' + 



Substitùanè les valeurs de y, y, y^^y^^y^ , dans Téquation (2) 

et ordonnant , on a : 



0=1 A.a \ X -{-kb \x*-\- Ac 
— I I -i-Ba* I ^2Bab 



x^+ JLd 

+ 2Bac 
+ ^Ca'b 

-t-Da* 



x*+. 



Cette équation devant être satisfaite quel que soit x , il faut que 
les coefficients *des diverses puissances de x soient nuls, ce qui 
donne les égalités suivantes : 
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Ad + Bb*+ 2Bac + 2ca'fc + Da* = ; 

d'où on tire saccessivement 

. 1 -, Aft 1 . ^ Ac+2Baô 2A*-ûc 

a a* a' ^ a' tf ' 

a' 
De sorle que le développement demandé est 

Si la fonction donnée avait la forme 



on ne pourrait pas développer x suivant les puissance^ de y, mais 
bien suivant les puissances de y — m=z. Qn le démontre en 
appliquant la méthode précédente à Féquation 

jipplicaiion. * « 

Considérons la foncâon 



-'['+ô(¥);-è(¥)\4i(T0-i35(¥)'-] 

2/ 
Pour obtenir -^ en fonction de A , il faut mettre cette égalité soos 

la forme : 

A-^_ I /2/Y_ t /2/y 1 (2/Y - s /2/Y 

h ""2.3V/»/ ^.S\k }'^lA6\k ) 9.i28V/*/' 
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Alors en posant —^=^, x = (^^ , et désignant par le9 

lettres a, K e, d, les coefficients i^, ^^, + ^-^. 
la fonction donnée se trouve ramenée à la forme : 

La question à résoudre consiste à trouver la fonction 

• ' j^ = A^+By+qr3+Dr*+ 

Au moyen des formules obtenues précédemment, on trouve ^ 

de sorte qu'on a 

. , M . 324 , , 1243 ^ 

Remarquant que 6 est facteur commun à tous les coefficients, et 
mettant poar x et^, leur valeur respective , on a pour la fonction 
cherchée 
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NOTE IL 

Diseumon des coùirbes du second degH. 
I.— L'équation géoérale des courbes du second ordre est 

(i) Ar»+Bxr+Cx--fDr^.Er + F=0. 

Eli supposant que le coefficient de y ne soit pas nul, elle donne ^ 
par rapport à ^, 

^ 2A ^ 2A "" 



a/ï^ 



!•— «AC)4-2j7(BD— 2AE)4-D* -*AF]. 
Pour simplifier, posons ^ = — rr» ^="~^r» B*— 4AC=n, 

2A SA. 

BD — 2AE=/>, D*~ 4AF=^, il vient : 

(2) y=ax^b±^\/njp* + 2px+q. 

A rinspection de Féquation (2) on reconnaît que chaque ordonnée 
de la courbe se compose d'une partie commune ajc-\- b. Cette ex- 
pression rationnelle ax^b n'est autre chose que l'ordonnée d'une 
droite dont y^ax-^-besi l'équation; donc si on construit cette 
ligne , pour avoir des points de la courbe, il suifit de porter sur 
une ordonnée , à partir de cette droite au-dessus et au-dessous, une 

rig. 1S6. longueur égale à — |//ijc'+2pj:4-^» ^ représentantTabscisse du 

point pris en considération sur la ligne j^ = ^rx -)- 6. Les deux points 
obtenus par cette constructionappartiennentàla courbe rq[>réseDtée 
parl'équation (2). Soient Qr, Ox les axes des coordonnées, et AB la 
droite représentée par ^=aj:-f-^, considérons un point D de 
cette ligne pour avoir les deux points de la courbe situés sur l'or- 
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donnée CD ; il faut , à partir du point D , prendre au-deflsas et au- 
dessous de AB sur CD les Icmgnears DM, DM' égales à l'expression 

\\/tta>'-\-2px+q, X étant ici égal à OC. En effet CM =CD-f 
mii=ax-lrb-\- ~^Vnx'-\-^px-\-q, CM'=CD— DM'=«m: + 
b ynx'-\-2px-\-q, expressions qui sont celles données par 

Àti. 

Téquation (2). 

Concevons qu'on applique cette construction à tous les points de 
la droite AB poar lesquels x donne des valeurs réelles au ra- 
dical, on obtiendra ainsi une suite de points qai forment la conrb& 
que l'équation (1) représente. On voit que la ligne AB divise toutes 
les cordes parallèles à l'axe des ordonnées Oy en deux parties 
égales ; une telle ligne , on le sait déjà , porte le nom de diamètre. 
Désormais on désignera par Y la quantité radicale qu'il faut porter 
au-dessus et au-dessous de AB. 

Dans cette discussion on a pris les axes de coordonnées obliques, 
mais tout ce qu'on va dire s'applique au cas où ces axes feraient 
rectangulaires, et en général on doit préférer ces derniers dans 
les constructions géométriques» par la simplicité qu'ils apportent 
dans les expressions des distances des points, qui se trouvent alors, 
données par des triangles rectangles. 

L'équation (2) montre qu'à cause du double signe du radical il y 
a en général deux valeurs pour^, c'est-à-dire que, généralement' 
parlan{, il y a deux ordonnées qui correspondent à la même ab- 
scisse. On pourra calculer et construire ces ordonnées lorsque les 
valeurs de x rendront Y réel : si elles le rendent nul il n'y a qu'une 
valeur de Y, et par suite qu'une ordonnée; enfin si elles le rendent 
imaginaire il n'y en aura point du tout, et la courbe ne s'étendra 
pas au delà de l'abscisse considérée. 

Ainsi , pour connaître l'étendue et les limites de la courbe parais 
lélement à l'axe des abscisses > il faut cbercbcr l'étendue et les li- 
mites de X qui rendent la partie radicale réelle, nulle, ou imagi- 
naire , ou bien encore qui rendent positive ou négative la quantité 
nx^-^-^px-^-q située sous ce radical. Or, en algèbre , on démontre 

que dans un polynôme ax^-^ bx''^-\' cx'^'^-\- on peut toujours 

trouver pour x une valeur positive et une Taleur négative, telles que 
toutes les valeurs positives et négatives plus grandes donnent à ce 
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polynôme des valeurs de même signe que le premier terme, valeurs 
allant en augmentant jusqu'à TinGni si on fait croître x jusqu'à 
cette limite. Il suit de là qu'à partir de certaines valeurs attribuées 
à .r, positives et négatives, la quantité /ij:'-j-2^j:-|-5r prendra des 
valeurs croissantes jusqu'à TinGni de même signe que son premier 
terme njc\ Comme le facteur x" est toujours positif par lui-même, 
ce signe sera celui de n, c'est-à-dire de B*— 4AG; d'où il résulte 
les conséquences suivantes : 

Lorsque B* — 4AC est négatif, il y a des valeurs pour a: au delà 
desquelles l'ordonnée Y est imaginaircf , quel que soit du reste le 
signe attribué à x \ d'un autre côté Féquation (2) montre que pour 
les valeurs de x entre lesquelles Y est réel, l'ordonnée y est finie. 
Fig. 10. Donc la courbe est limitée tant dans le sens des x positifs que 
négatifs, puis au-dessus et au-dessous du diamètre, c'est-à-dire 
qu'elle est limitée dans tous les sens. Cette courbe est celle désignée 
sous le nom d'ellipse. 

Lorsque B*— 4 AC=0, Tordonnée Y perd son premier terme. 
Alors si on suppose la quantité p positive , on pourra donner à x 
des valeurs aussi grandes qu'on le voudra ; Y sera toujours réel. 
Mais si on donne à x des valeurs négatives , il arrivera qae si on 
dépasse certaines valeurs Y deviendra imaginaire, la courbe est 
donc limitée dans le sens des x négatifs. Ce sera le contraire si la 
quantité p est négative. Il résulte de là que dans les deux cas, 
Fig. «. /?>0, ou/? <;o, la courbe s'étend jusqu'à l'infini au-dessus et 
au-dessous du diamètre AB , mais elle n'est illimitée que d'un seul 
côté de l'origine des axes. Celte courbe se nomme parabole. ^ 

Lorsque B"— 4AC est positif, il y a des valeurs de x positives et 
g négatives à partir desquelles Y est toujours réel. Comme cette or- 
donnée peut croître jusqu'à l'infini , l'équation (1) représente une 
courbe indéfinie dans le sens des x tant positifs que négatifs , tant 
au-dessus qu'au-dessous du diamètre AB , ou , en d'autres termes, 
qu'elle est illimitée dans quatre directions. Cette courbe se nomme 
hyperbole. 

Supposons mainteiiantlc coefficient A=0, l'équation (1) résolue 
par rapport à x donne 

^= - |;J^-^±^V/By+2r(BE-2CD)+E*-4CF. 

On voit que si B n'est pas nul , By est toujours positif, alors ^ 
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on fott les mêmes raisQûnements que ci-dessus à. cela près qu'on 
mette j^ là où il y avait x, on reconnaîtra que la courbe est illimitée 
dans quatre directions ; pour ce motif on peut la placer dans le genre 
des hyperboles , auquel du reste elle appartient puisque F — 4AC, 
qui se réduit dans Thypothèse où nous sommes à B% est une quan- 
tité essentiellement positive. 

Si B est nul, la quantité sous le radical n'est plus que du pre- 
mier degré , et en répétant ce qu'on a dit dans le cas de B^ — 4 AC=0, 
on reconnaîtrait facilement que la courbe doit être rangée parmi 
les paraboles , genre dont elle fait partie puisque le caractère ana- 
lytique B'—4AC=0 existe, car B=0, A=0. 

Considérons la dernière hypothèse B=0 en même temps que 
0=0. 

L'équation (I) résolue par rapport à j^ donne 

F 

E+-- 

X - 

Li'équation (3) montre que ^ est réel quel que soit x , et ensuite 

£ 

que si on fait j: = d: oc on a j^= — - ; donc si on prend sur l'axe 

JB 

E 
Qr k partir du point une longueur 0D=3 — r^ et qu'on mène pig* is?! 

il 

par ce point MM' parallèlle à Ox , cette ligne rencontrera la courbe ' 

à l'infini , ainsi l'équation (3) donne une courbe qui s'étend jusqu'à 

l'infini tant du côté DM que du côté M'. 

Si on résout la même équation par rapport à x, on a r 



y 
Sous cette forme , on voit que la courbe est rencontrée par la 
droite x= — ~ pour ^ =±oc^ ûe sorte que si sur Ox on prend 

0G= — g et qu'on mène par ce point la ligne NN' parallèle à 0^, 
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la conrbe r^oontrara NN' à l'infini tant du ôOté deGN que da côté 
de GN'. De celte discussion il résulte que la coarbe représentée par 
réqoation (3) a quatre branches indéfinies ; pour ce motif on la 
place parmi les hyperboles; da reste si on examine le caractère 
analytique B*--4 AG on voit qu'il est essentiellement positif puisqu'U 
se réduit à B% A et G étant tous deux nuls. 

En résolvant l'équation générale par rappwt à x^ au lien d^ la 
résoudre par rapport à y^ on trouverait pour Taxe des y des indi- 
cations analogues, il est même facile de s'assurer qu'elles rentre- 
raient dans les précédentes, car l'équation 

B £ 

± i:;\/y (B*— 4AC1+2^(BE— 2CD)+F— 4CF 
se 

montre que le coeflBcient de y^ sous le radical est (B'— 4AG) ; et 
selon qu'il sera négatif, nul ou positif, la courbe sera limitée dans 
le sens des ^, ou elle s'étendra indéfiniment dans un seul sens , pa- 
rallèmentàcetaxe, on enfin elle s'étendra indéfiniment dans les 
deux sens , du côté des j^ positifs et négatifs. 

On est ainsi conduit à partager les courbes du second ordre , 
d'après l'étendue et la direction de leurs branches , en trois genres 
distincts , savoir : 

Gourbes limitées dans tous les sens A ^, .-^ ^^ 
mi»*e.) ! B--*AC<0. 

Gourbes indéfinies dans un sens , et ) 
limitées dans un sens opposé. 5 B* — 4AG=0. v ^ 

{ParoJboU.) ) / Garactères. 

Courbes indéfinies dans tous lesj 
sens. I B*— 4AG>0. 

(Hyperbole,) ) 

2. — Premier gbnrb. 

Courbes limitées dans Ums les sens. 

Garactère B' — 4AG < 0. 

Reprenons réquation (2) 
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puisque n est supposé n^atif , remplaçons-le par — 3', il vient 



Supposons que la ligne jr = ax'-\'b qu'on sait être un dia- 
mètre, soit AB. Cherchons les points où la courbe le coupe. Ces 
points sont tels que leurs abscisses rendent Y =: 0. Cest-à-dire 
qu'elles sont données par Téquation 

j:* — -^ a: — ^ = 0. 

Désignons par j/, x'' ses .racines, trois cas peuvent se présenter; 
si elles sont réelles elles peuvent être inégales ou égales, ou enfin 
elles peuvent être imaginaires; une seule ne peut pas être ima- 
ginaire 9 puisqu*on démontre en algèbre que le nombre des racines 
imaginaires d*une équation est toujours pair. On va examiner ces 
trois cas l'un après l'autre. 

/ i*' Cas. j^y x" étant réelles et inégales, la courbe coupe AB en 
deux points. Admettons que ces deux racines soient positives ^ et 
que x' > x'. Pour déterminer les- points placés sur le diamètre , 
prenons OE = x\ OE' = x", par les points E, E' menons EL , EX' 
parallèlement à Qr, les points H, H' où ABest coupé sont les 
points cherchés. 

Pour se rendre compte plus aisément de la marche de l'ordon- 
née Y à mesure que Ton fait passer x par tous les états de gran- 
deur, décomposons le polynôme jc' — ^ jc— ^ en deux facteurs, ^^^ ^' 



x\ x" étant les racines de l'équation x^ — p x — J, = , on a 



Du point O au point E, x est moindre que x' et à fortiori 
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moiodre que x", donc x— x' < et a:" — x > , c'est-à-dire 
que Y est imagioaire, ainsi il n'y a pas de point de la courbe com- 
pris entre les parallèles O^, EL. Si on donne à x une valeur quel- 
conque comprise entre x' et x\ ona X— x'>Oetx'' — •r>0, 
alors Y est constamment réel , ainsi la courbe a des points entre à 
les parallèles E'L, EL'. Faisons croître x au delà de x", ona / | 
X— x'>o et x"— x<0 ; donc Y est imaginaire , ain^ aa delà de ! 

EX', il n'y a pas de points appartenant à la courbe. De là il résulte 
que du côté des x positifs la courbe est tout entière entre les 
lignes EL, E'U. Donnons à x des valeurs négatives; les deax 
facteurs deviennent — x — x', x"-{-Xy ce qui montre que quelle 
que soit la valeur numérique donnée à x, Y est imaginaire. 
Ainsi donc la courbe est tout entière comprise entre les parallèles 
EL, EX'. 

Maintenant que nous connaissons les limites de l'ellipse dans le 
sens des abscisses , il nous faut connaître ses limites dans le sens 
des ordonnées, ou , ce qui revient au même, il faut trouver la va- 
leur maximum de Y. 

Remarquons que la somme des deux facteurs qui se trouvent 
sous le radical est constante et égale à x" — x', donc leur produit 
sera un maximum lorsque chacun d'eux sera égal à la demi- 
somme de X — x' et x" — x , en conséquence si on pose 

, x" — x' ' 

X— x= , 



l'abscisse résultante x correspond à l'ordonnée maximum Y dont 

^ x"— x' 

la valeur est Y = — - (x" — x'). Mais l'équation x— x'= — - — 

montre que l'extrémité de l'abscisse x , le point K, est le milieu de 
EE', car on a X -- x' = EK , et x" — x' = EE'. Si par le point K 
on mène la ligne RQ parallèle à EL , et qu'à partir du point O' où 

elle coupe AB, on prenne O'Q, = CQ/ = — (x" — x' ) , on a en 

Q. , Q/ les points les plus éloignés du diamètre AB. De sorte que si 
par les points Q , Q', on mène des parallèles au diamètre AB ^ le 
parallélogramme MNN-M', qu'on forme ainsi, renferme entière- 
ment l'ellipse; plus tard on va voir que ses côtés sont tangents à la 
courbe. 
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Le point 0' est le milieu de HH' puisque £K = ^ SES U est en ' 

outre le milieu de ()(^^ on va maintenant prouver qu'il est le 
centre de la courbe. 
A partir du point K entre E et E', prenons KF = KF' = y , 

alors OF=OK — KF==.:—3l±~7 et OF' = —=p^ 

Tordonnée Y remplaçons x successivement par OF et OF', on a : 



=k\/i 



'+^-')e'-'-^)= 



On voit que les deux valeurs de Y et Y' sont égales , donc si par 
les points F, F' on mène des parallèles à EL les points G,, G'., 
G,, G', qu'on obtient pour la courbe sont tels que IG, = rG,, et 
par suite G,G', = G',G'. ; il résulte de là que la flgure G.G.G'.G', 
est un parallélogramme dont (y est le centre de figure , puisque les 
lignes KQ',, AB sont parallèles à ses côtés et qu'elles passent par 
leurs milieux. Donc si on joint les sommets opposés on -a deux 
droites G,G',, G'.G'. qui passent par le point O', et qui ont ce point 
pour milieu. Le même raisonnement s'appliquerait à toute autre 

y ^^ 

valeur de 7 ;. or, si on fait varier 7 depuis jusqu'à ^ , on 

aura évidemment à l'aide de OF tons les points de la courbe com- 
pris entre EL et KQ', , puis ceux entre KQ', et EX'. On conclut de 
là que toute droite passant par le point O a ce point pour milieu , 
c'est-à-dire que le point O'est le centre de la courbe. 

Le point G. étant quelconque , on déduit de l'existence du paral- 
lélogramme G.G.G'.G, que toute corde parallèle au diamètre AB 
est divisée par KQ', en deux parties égales , ainsi la ligne KQ', est 
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un second diamètre qui divise les cordes parallèles au premier en 
deux parties égales, et réciproquement le diamètre AB divise ea 
deux parties égales les cordes parallèles à KQ',. Deux tels diamètres 
AB, KQ',, sont dits conjugués, 

La reconnaissance des deux diamètres AB , KQ, , qui sont coq- 
jugués y est d'un grand secours pour la construction de l'ellipse 
puisqu'à laide d'une seule valeur de Y on obtient quatre points. 

Si on fait croître 7, les valeurs de Y vont en décroissant , c'est-à- 
dire que les points G, , G', , vont en se rapprochant l'un de l'autre, 

jfjf j*' 

de même que G,, G', ; à la limite 7 = — - — , les deux yaleurs 

de Y sont égales à zéro , alors les deux points G. , G', se sont réunis 
en H , ainsi que G', et G, en H', les droites FG', , FG', sont deve- 
nues EL , EX', qui sont alors tangentes puisqu'elles sont la limite 
des sécantes parallèles FG'. , F'G',. 

On prouverait de même que G'.G', , G.G, ont pour limite les 
lignes MN et M'N', et que par suite ces dernières sont tangentes 
en Q, et Q',. Donc l'ellipse est inscrite dans le parallélogramme 
MNNW. 

On a trouvé que le point O' avait pour coordonnées 

'si à la place ii^a^ b^x , x\ x", on met leurs valeurs en fimction 
des coefiScients de l'équation (1) , on trouve : 

_ iAE — BD _ 2CD — BE 
^"" B* — 4AC' •^"" B' — 4AC 

Telles sont les équations du centre de l'ellipse. 

En construisant la courbe par points on trouve qu'elle a la 
forme de la courbe HQ'.H'Q, 9 qui est concave vers le diamètre AB ; 
elle ne peut pas avoir une autre forme sans quoi une droite pgar - 
rait la couper en plus de deux points , ce qui ne peut arriver à 
une courbe du second degré. 

Si au lieu de résoudre l'équation générale par rapport à^, on 
l'e&t résolue par rapport à j: , on serait arrivé aux mêmes oon- 



Reprenons l'équation ky^ -f hxy + Cjp' + D^- + Ex + F = . 
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maintenant que nous connaissons la forme de la coarbe qu'elle re- 
présente , on va chereher les points où elle œupe les axes de coor- 
données. 

Pour avoir les points où elle coupe Taxe des a:, il faut faire 
jr=zO dans Téquation proposée , ce qui donne Cj:*+E^ -|-" ï* = ^• 
Les racines de cette équation sont les abscisses des points d'inter- 
section, et suivant qu'elles sont réelles inégales, ou égales, ou 
imaginaires , la* courbe coupe l'axe des x en deux points, ou lui 
est tangente , ou ne la rencontre pas. 

De même, faisant j: = 0, on a Ay4-D^4"ï' = ^i équation 
dont les racines sont les ordonnées des points où l'axe des y coupe 
l'ellipse. 

On voit que sa position relativement aux axes de coordonnées 
dépend des valeurs particulières des coefficients A , B ; et, d'après 
ce qu'on vient de dire ^ on peut facilement la découvrir dans chaque 
cas particulier. Dans le but de ne laisser aucune incertitude à cet 
égard , on a dressé ci^-dessous le tableau de ces diverses conditions. 

CondUians géoméiriques. Conditions entre les coeffMmts. 

Réalité des racines a^, a^\ (BD-2AE)'-(D*-4AF)(B'-4AC)>0. (1 ) 

Deux points d'intersection) * 

avec raie des jr. j E— 4CF>0. (2) 

Un point de contact avec) 

l'azedesx. j E'-4CF = 0. (3) 

Aucun point d'intersection I p. *ri?--A /«^ 

avec l'axe des X. j E-«CF<0. (4) 

Deux points d'intersection ) „. 

avecraxedes^K. î D*-*AF>0. (5) 

Un point de contact avec ) ^, . . « 

l'axe desr. I D'-*AF = 0. (6) 

Aucun point d'intersection ) t^s « . t, ^ ^ 

ayecExedesj-, ! I)'-*AF<0. (7) 

Lorsqu'on veut discuter une équation dans laquelle les coeffi- 
cients A, B , G.... sont numériques, on doit se garder de chercher 
à rappeler dans sa mémoirales conditions précédentes , pour cher- 
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cher ensaite à les appliquer à Texemple proposé j mais il faat re- 
prendre le raisonnement général et la marche directe de la discus- 
sion. On est ainsi conduit à ces résultats immédiatement et sans 
aucun effort. 

^ cas. Si les deux racines x\ x" sont réelles et égales , l'ordon- 
née Y devient : • 

On voit que .la seule valeur de x pour laquelle Y soit réel est 
x = a/ ; Tellipse se réduit alors à un point dont les coordonnées 
sont x^=.x\y^ ax*-^ b. 
. \ 3« cas. Si les deux racines x\ or" sont imaginaires , on sait 

que, quelle que soit la valeur qu'on attribue à x, le polynôme 
nx*-\-2pX'^q qui se trouve sous le radical ne peut pas changer 
de signe. D'un autre côté , il est prouvé que x peut avoir une va- 
leur qui donne à ce polynôme le signe de Son (H"emier terme, c'est- 

• à-dire le signe moins ^ il s'ensuit que nx^-j^- 2px-\-q est , dans le 

• * cas qui nous occupe , toujours négatif ,- donc Y est imaginaire. Par 

^ conséquent 'il n'existe aucun point dont les coordonnées satisfassent 
' • à-l'équation (1). L'équation est dite alors impossible^ et Tellipse 
imaginaire, 

3. — Deuxième Genre.* 

Courbes limitées dans un sens , et indéfinies dans Vautre, 

Caractère B'—4AC=:0. 

Lorsque B*— 4 AC =0 , l'ordonnée Y devient Y = — \/^px+q . 

' Si/7, q sont po^tifs, pour une valeur quelconque ,de x positive 

Y est réel, en sorte que Y varie depuis ^ Vq jusqu'à l'infini j 

*' donnons à x des valeurs négatives , pour cela changeons xcn-r^ 
et donnons ensuite à z des valeurs positives , îl vient : 



Y=^i/^{^pz^ql 

Ainsi lant que s est motndt'c que ^ , Y est réel , et plus z va en 
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q q 

convergeant vers *^, plos Y diminue \ enfin pour 2= ^ , Y est zéro; 

alors la courbe coape le diamètre AB en H , et la ligne PD parallèle 

à Oy pour laquelle OP = ^ , est une tangente à la parabole. On 

voit qu'à droite de PD la courbe ya en s'étendant jusqu'à l'infini 
du c6lé des x positifs, et que les deux branches Vont en s'éld- 
gnant jusqu'à Finfini du diamètre AB. 

Si /? au lieu d'être positif était négatif , la courbe aurait une forme 
analogue à la précédente , à cela près qu'elle s'étendrait jusqu'à 
l'infini dans le sens des x négatifs, c'est-à-dire qu'elle aurait une 
position inverse à celle de la première. 

Supposons /7=0, l'équation (1) se réduità j^ = ax+6± — k^, 

ma. 

c'est-à-dire que dans ce cas la courbe se change en deux lignes pa- 
rallèles au diamètre y^ss.ax-^b ^ (AB) à égale distance de cette 
ligne. Enfin si p = , ^ < 0. Y est imaginaire, et alors il n'y a 
pins de parabole \ en outre si ^ = o , ^ est aussi nul , la courbe se 
réduit à son diamètre j^ = aa:+ ^. 
Supposons A = 0, B=: , l'équation (1) devient : 

Ca:"+Qr+Ex + F = 0. 

En la résolvant par rapport à x , on a : 



=\/i^'-' 



x=-^±\/ jlj(_4CDj'+E--*CF). 



£ 

On voit qu'ici Téquation du diamètre est j: = — — , c'est-à-dire 

une parallèle à l'axe des j^ ^ en appliquant à y les mêmes raison- 
nements qu'on vient d'appliquer à x , on trouverait une courbe 
analogue à la précédente. Du reste son caractère analytique est 
bien encore B'— 4AC = , puisqu'on a B = , A = 0. 
Si on eût résolu l'équation par rapport à^, on aurait eu : 

•^ = -'dV'^ + c^+cJ' 

valeur qu'il est facile de discuter. 
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Quant à la' position particulière de cette conrbe et à sa situation 
par rapport aux axes , elle dépend uniquement des Taleurs des 

coeffidents A, B, G, D ; on la découvrira en suivant une 

marche analogue à celle suivie pour Tellipse. Du reste il suffit, 
pour former un tableau semblable au précédent pour la parabole , 
de faire entrer dans chaque condition l'égalité B'— 4AG = 0. D'a- 
près cela on a : 

Conditions géométrique$. Conditions entre les coefficients. 

Courbes limitées dans un sens, etl -^. 

illimitées dans un sens opposé, f — 4- L— . 

Deux points d'intersection avecj -=» «a^!^ ^ 

l'axe des :r. j aE-BF>0. 

Un point de contact avec l'axe j ■-=» 

desx. } AE-BF = 0. 

Aucun point d'intersection avec) --=* 

l'axe des :r. 1 AE-BF<0. 

Deux points d'intersection avec) =^' ^,„^ . 

l'axedesj^. j CD-BF>0. 

Un point de contact avec l'axe) r;=^ .,,_ . 

Aesjr. j CD-BF = 0. 

Aucun point d'intersection avecl rrr* .,,_ 

l'axe des j^. ^ ) Cli-.BF<0. 

Il résulte de cette discussion que les courbes comprises dans le 
second genre pour lequel B*— 4 AG = sont en général illimitées 
dans un seul sens comme la parabole , mais peuvent cependan 
donner, comme variétés , deux droites parallèles à égale distance 
du diamètre, ou une seule droite , ou deux droites imaginaires. 

4 -—Troisième Genrb. 

Courbes illimitées dans tous les sens. 

Caractère B'~ 4AC > 0. 

La quantité n ciant posiHve , l'équation de la courbe peut se 
mettre sous la forme : 
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éV' 



j^^ax + b±-\/ ^'+^x+f 



Pour obtenir les points où le diamètre la rencontre , il faut poser 
j:'+-~x4-^=*. Les racines de cette équation seront les ab- 
scisses des points demandés. Il y a trois cas à examiner , savoir : 
celui où elles sont réelles et inégales , réelles et égales , et cnGn 
celui où elles sont imaginaires. 

i" ca%, x\ a:" étant des quantités réelles et inégales, Thyper- 
bole coupera le diamètre dont ^=/zx+ h est Téquation, en deux 
points H, H' ayant pour abscisses les racines x\ x'\ Supposons 
x\ x" positifs et x'^ > x\ Pour se rendre compte plus exaclcment 
de la marche de l'ordonnée Y , décomposons la quantité sous le ra 
dical en deux facteurs, il vient • 



Y=:=—\/(X^'xnx-^x\ 

Faisons croître x depuis zéro j usqu'à Tinfini et examinons les va - 

^ 

leurs que prend Y. Pour a:=0, Y= -—j/a-'j:", ce qui donne les ,, . 

2A '«S- 8« 

deux points G, G'; nous voyons que tant que x est moindre que x'^ 
les deux facteurs x— a-', x — x^sont négatifs, en conséquence Y 
est réel , en outre que x croissant les facteurs x — x\ x — x" vont 
en diminuant, donc Y décroît, c'est-à-dire que la courbe se rap- 
proche de son diamètre AB. Pour x:=zjp\ Yr=0, et on a le point H, 
rordonnée GH étant la limite des sécantes parallèles à Oy est une 
tangente à la courbe au point H. Entre jc' et jc", x — x* est positif 
et j:— j:"<0, donc Y est imaginaire, ce qui veut dire qu'entre 
les lignes CH, C'H' il n'y a point de courbe; pour j:=a:", Y est 
nul , ainsi H' est le second point où le diamètre AB rencontre l'hy- 
perbole. 

A partir de jc =ar", les deux facteurs x — x\ jc— x" deviennent 
positifs, en outre chacun d'eux va en croissant jusqu'à l'inûni, 
donc la courbe s'écarte de plus en plus de son diamètre à mesure 
que X croit, cnfln pour a:=cK:, Y est infini, ainsi cette branche 
de l'hyperbole est infinie dans deux directions, au-dessus et au- 
dessous de AB. 
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DonDons maintenant à x des valeurs négatives, pour cela à la 
place de x mettons — j:, et affectons à j:, dans le résultat, des va- 
leurs positives. 

X=l-V{x-^x^){x^x\ 
2A 

On voit qoe si on fait croître x, Y ira en croissant , et pour x=oc, 
Xzzzoc. Ainsi la seconde branche de l'hyperbole va en s'écartant 
de plus en plus du diamètre AB, et à la limite elle en est à une dis- 
tance infinie. 

La discussion montre que Thyperbole se compose de deux 
branches ayant la forme que présente la figure (8). 

Maintenant on va chercher son centre et le diamètre conjugue 
de AB , cette partie de la discussion intéresse à un haut degré la 
construction de la courbe. 

Si par le point situé sur l'axe des x , dont j:= — ^ — est Tab- 

scissc, on mène une parallèle à Taxe Qr, cette ligne coupe le dia- 
mètre AB en O', point qu'on va prouver être le centre de l'hy- 
perbole. 
£n effet, donnons à x les deux valeurs 

x= ^ + ^— :l+y = 0E4-Eg+CF=OF, 
•^= ^^ _ f:^_, = 0E-EC-7=0F. 

Ou va voir que les deux ordonnées Y sont égales , effectuant les 
«aïeuls, il vient : 



ï= 2Â V^î-*-'— ^'+ï) (•^"+ï— ^') = 2Â ^'^(^'+"' --^'^ ' 



On voit que Y, Y' ont même valeur, donc les ordonnées Y, KN, 
KN', K'M, K'M' sont égales \ en conséquence si on forme le qua- 
drilatère MM'N'N, on obtient un parallélogramme, puisque deux 
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côtés opposés NN', MM' sont égaux et parallèles. Le point £ étant 
le milieu de FF', le point O' est aussi celui de KK', donc la ligne O'E 
divise en deux parties les cordes parallèles NM, N'M', et comme 
les points N, M sont pris quelconques, il s'ensuit que les deux lignes 
AB, 0£ sont telles que l'ude divise les cordes parallèles à Tautre 
en deux parties égales et réciproquement , donc AB, OE sont deux 
diamètres conj ugués. ^ 

Si on joint les sommets opposés du parallélogramme NMM'M', 
les lignes NIVr, N'M passeront au point G', qui est l'intersection de 
deux lignes parallèles à ses côtés, passant pir leurs milieux; et 
en outre elles sont évidemment mises par co point en deux parties 
égales. Donc le point O' est le centre de Thyperbole, puisque les 
lignes JNM', JN M* étant deux lignes quelconques passant par f e 
points mais non indépendantes Tune de l'autre, sont divisées par 
lui en deux parties égales. Les coordonnées du centre sont 

x"+,r' 5AE— BD .r"+.r' , , 2CD— BE 

"=-2 -T=4Mr'-^="~T-+^='B^^ÂC- 

B'aprçs le mode de détermination des points M, N , on voit qu'à 
l'aide d'une seule valeur de Y on peut déterminer quatre points de 
rhyperbole; ainsi il est important dans la discussion d'une équation 
de ce genre de déterminer les deux diamètres conjugués AB, O'E. 

2" cas. Si les racines x\ x" sont égales , la valeur de roVdonnée 
totale y devient : 

On reconnaît que cette équation représente deux lignes droites 
MN, M'W' passant au point 0', dont les coordonnées sont a: = a', 
y=^ax' -\-b ; la ligne j^ =/z.r+^ ou AB, jouit encore de la pro- Fig. i9o. 
priété d'être diamètre par rapport aux deux lignes MN, M'N', puis 
en outre elle est la bissectrice de l'angle que font ces deux lignes. 

3* cas. Lorsque les racines x', x" sont imaginaires, le diamètre AB 
ne coupe pas la courbe. Le trinôme placé sous le radical étant tou^ 
jourspositif^ il s'ensuit que chaque valeur de ordonnera que valeur pj„ ^gg^ 
réelle à Y ; ainsi la courbe s'étendra en dessus et en dessous de la 
ligne AB jusqu'à l'infini. Dans ce cas elle est encore composée de 
deux branches indéfinies séparées par le diamètre , chacune d'elles 
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est convexe vers le diamètre , en sorte que la courbe est repré- 
sentée par la Ggure 189. 

Nous allons maintenant nous proposer de trouver les points les 
plus rapprochés du diamètre AB. Dans ce but mettons Y sous la 
forme : 

^=i\/('+0"+(l-lO- 



La quantité p ---' j^ est essentiellement positive, sans quoi Pé- 

quation j:^' + -^ + ^=0 aurait deux racines réelles, ce qui est 
contre l'hypothèse. 11 suit de cette observation que la valeur mi- 
nimum Y correspond à celle de x qui rend •^+ -ê =^> c'est-à-dire 



a x- ^. 



iïV^-F'^ 



L'ordonnée correspondante est Y=-^\/ q — ^, alors si on 

prend à partir du point 0, 0M= — ^, puis ensuite qu'on tire MP 
parallèle à Ojk, le point 0' où elle coupe AB est le centre de l'hy- 
perbole ; prenant OT = O'P' = xrV/ ^ — ^ » on a aux points 

P, P' les points les plus rapprochés du diamètre AB. Les lignes PQ, 
P'Q' menées parallèlement à AB sont tangentes à la courbe, en 
sorte qu'elles laissent chaque branche toute d'un de leurs côtés. La 
démonstration qu'il faut employer pour prouver que PP' est un 
diamètre y et O' le centre de l'hyperbole est analogue à celle em- 
ployée antérieurement dans la discussion de cette courbe. 

Dans tout ce qui a été dit sur le troisième genre de courbe , on 
n'a supposé aucun coefficient nul, examinons quelle est la courbe 
fournie par l'équation B^r^-f Cx'4-Dj+E«3:+F=0, qui n'est 
autre que l'équation (i) dans laquelle A=0. il vient, en la résol- 
vant par rapport à y^ 

C£+Qr+F 
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*Efiectaant la division autant qaé^sible et désignant par c, d 
les coefficients du quotient et par f lé reste , on a -. 

•^ • • 

C CD CD 

c= — ^, rf= —, /= — -~- —F. Construisons la^^oite y = 

ex -fû?, soit SS\ il est clair que pour avoir un point de la courbe, 

il faudra porter sur chaque ordonnée une quantité égale à • \^k 

f 
en dessus de SS' lorsque ^ *^, , sera positif, et en dessous quand ' r. 

elle sera négative, car dans la première hypothèse Tordonnée doit Y\g. iss* 

f 
être aiwnentée de ^ , ^ et dans la seconde diminuée de la m^me 
Rr+D 

f 
quantité. Posons pour abréger V=^l^j-rrr, et supposons les 

quantités /, B, D positives. Il faut chercher la marche que suivent 

les valeurs de Y lorsqu'on fait passer x par tous les états de 

grandeur. 

f 
Pour X = 0, V= ç: , alors prenant sur Taxe Qy au-dessus de 

f 
SS' une longueur LD égale à jt , on aura dans le point D un point de 

f 
la courbe. Si on fait croître x jusqu'à rinflni , ' *_, sera tou- 
jours positif, ce qui montre que la'»courbe est toujours située au- 
dessus de SS'; mais à mesure que x croit, Y diminue, donc la 
courbe va en se rapprochant de la Ugne SS', pour j:=oc, V=0. 
Ainsi à Finfini la courbe rencontre SS'. On voit donc que SS' est 
une ligne telle que^ courbe va en s'en rapprochant indéfiniment 
et qu'elle ne la rencontre qu'à l'infini , une telle droite se nomme 
asymptote. Les valeurs de x comprises entre zéro et l'infini donnent 
la branche de courbe DE. 

Pour ramener la substitution des valeurs négativM*à celles des 
valeurs positives , mettons à la place de x la quantité — .r , il vient : 

ir /^ 



D — Bx' 
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Si , à partir de zéro , on donne une suite de valeurs moindres 

D f 

que — , • sva positif, et la courbe sera toujours placée au- 
dessus de SS'. On voit qu'à mesure que x croît , D — Bj? diminue ; 
donc y croit , ainsi la branche de courbe qu'on construit , et qui 
est le prolongement de l'arc DE , va en s'éloignant de plus en plus 

de SS'. Pour a: = _r , "V est inflni , ce qui montre que la parallèle 
13 

à l'axe des y pour laquelle OH = — est une ligne dont la courbe 

B 

se rapproche indéfiniment sans jamais la rencontrer , c'est-à-dire 

qu'elle est une asymptote. 

Si on donne à x une valeur plus grande qae ^ , V devient néga- 

B 

tif; alors il faut porter sa valeur au-dessous de SS'. Soit K un 

point de la courbe pour lequel son abscisse OF est plus grande que 

OH. Concevons qu'on fasse décroître x depuis OF jusqu à OH, la 

quantité Y sera toujours négative , mais ira en croissant , et enfin 

pour j: =rr = OH , on aura V = — oc. Ainsi la droite HR, est 

asymptote à la partie KM de la branche inférieure. Si on donne à x 
des valeurs croissant à partir de OF, la quantité V sera toujours 
négative, mais ira en diminuant ; ainsi la courbe va en se rappro* 
chant de la partie inférieure de la ligne SS' ; enfin pour j: = ©c , 
y =s , en ce point la courbe rencontre SS' ; on reconnaît donc 
qu'au-dessous de SS' la partie KN de la seconde branche a SS' 
pour asymptote. 

De cette discussion il résulte que SS', RR' sont deux asymptotes 
à rhyperbole , dont l'une est parallèle à l'axe des^. 

Par un raisonnement semblable on eût fait voir que si le terme 
en x" n'eût pas existé, l'une des asymptotes eût été une parallèle à 
l'axe des x. 

On a admis que dans la valeur de^ la division ne pouvait pas se 
faire exactement ; supposons qu'il en soit autrement , c'est-à-dire 
quey= ; alors on a : 



Cx^-fEx-f F , , 



Bx + D 
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d'où {ex -f- ^) (Bx + 1/) = — (Cx'+ Ex + F). 

Mais l'équation de la courbe peut se mettre sous la forme : 

y ;Ba: + D)= - {Cx^-\-Ex-{- F) ; 
donc j^(Ba: + D) = (CJi' + ^)(Bjc + D) 

ou (Bx + D)(j'~^^ — c?j = 0. -^ 

La dernière équation peut être satisfaite de deux manières , en 
faisant Bx-\-B=0 ou ^ — ex — rf = -, c'est-à-dire que Téqua- 
lion B j:j^ -(- Ca:*-(- D^ -{- Ex 4- F = représente deux droites, 
dont l'une est parallèle à Taxe des j^, et Taulre oblique sur cette 
ligne. De semblables conclusions auraient lieu si le lerme en x* eût 
manqué el que la division qu'on eût été obligé d'effectuer se fût 
faite exactement. 

Si l'équation générale manque des termes eny et x\ sa forme est 

Bxr + Dr + Ex + F= 0. 

On reconnaîtrait par les mêmes raisonnements que ci-dessus que 
la courbe a deux asymptotes parallèles aux axes de coordonnées. 

On conclut généralement que , toutes les fois qu'une équation du 
second degré représenie une hyperbole, si elle manque d'un terme 
du second degré , le rectangle des variables existant , la courbe a 
une asymptote parallèle à Taxe sur lequel se compte le carré de^la 
coordonnée qui manque ; euGn si les deux carrés manquent , elle a 
deux asymptotes parallèles aux axes de coordonnées. 

On ne répète pas les conditions qu'ont à remplir les coefficients 
A, B, G , D pour que la courbe ait certaines positions relative- 
ment aux axes de coordonnées } elles sont les mêmes que pour l'el- 
lipse, à cela près que B' — 4AC est positif. Dans chaque position 
particulière de l'hyperbole, il est aisé d'obtenir ces mêmes condi- 
tions en donnant aux coefficients des valeurs convenables. 

On voit , par tout ce qui précède , comment il est possible de dé- 
duire de l'équation d'une ligne courbe sa forme , son étendue , ses 
limites, et toutes les sinuosités de son cours. La marche qu'on 
vient de suivre est générale, et s'appliquerait également à toutes les 
courbes algébriques. 11 est essentiel pour ceux qui font l'étude des 
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courbes , de bien se pénétrer dé celte marche à l'aide d'exemples 
particaliers. Mais c'est tout ce qaela mémoire doit conserver ; car 
il est inutile et même nuisible de s'y fixer les conditions partica- 
lières qui ont lieu entre les coefficients suivant les diSërents cas, et 
il est préférable de se laisser conduire naturellement à ces condi- 
tions par la suite des raisonnements. 



FIN. 
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PtfM LIgBM 

13 Fig.li,li«ex:Fig. IS. 

l^ Fig. 12fiaex:Fig.ll. 

15 Flg. 13,l<«e«;Fig.l2. 

33 15 y— 2gâ;>0, /i«e«: ]f*^Sf»x>0. 

26 11 (yî/')*— m (oî— x*)», liiez : (y— y')«— m(aï— «')•• 

39 12 Jî' [aî' + (p + a) ]•,«#«;«♦ [«'+(p— a) )•. 
41 20 x=zOy liiez: xz=zp. 

A5 27 «= ^+p= — ^— p,W#e«.-aî= £.(i4.tii)+P=^^— p. 

t» m m m 

47 9 a«+6*=a + 0S,, lùej?;as + 6'=axOS,. 

* 

48 9 «— 0?, Wfw.'aî— a?'; mx -{-p^ liiez : maf+p» 

69 4 On a en O, /«'mi : on a en (X. 

80 9 mF. m'f, m"F", m"'F"', liiez : mF', mT, m"P, m"'F'. 

87 8 Qu'on mène A'M , liiez : qu'on mène AM« 

^ ;^ M'K NK ,. M'K NR 

•* *' mt=nf'''^^-S¥=î5f- 

91 26 En M, /^ez: en N. 
103 19 Soit l' le mUieu, liiez: soit I le milieu. 

106 19 - = K', liiez ; - = K. 

a a 

113 15 Tang V = , ^^ , , , liiez : tang V = — ^? — . 

y(m— 1)' ^ y(m + l) 

114 6 K(a«--6«)>2a«ô, /wcz; K(a«— 6«)>2a6. 

120 9,22 Ma5« + Ny + P=0, /««Z; MaJ» + Ny»-rP=0. 

123 11 Sln(a'— a)=:siyiat'cosa— sinasina', lisez: sin(a' — x)=sina'cosa— 
sinacosa^ 
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ERRATA. 

125 4 m*co8'acos'a'=siii*asinV, liiez : mcosacosa' — sinasina'=:0. 

136 2 De la valeur de a par a , lises : de la valeur de d par a. 

no 1 o1"=ÔB' + AF* = , Wiw: ÔA*=tÔF" + AF=. 

148 ^ 3 î/'— ax', /»5ez; y'=:aaf. 

1 Fig. 13, H«ez: Fig. 31. 

258 l'6 a«p»— 6»tt»=o»6», KiC«; a»?«— ô«a»=— a*6». 

«fia , FM ,. FM 

^'' ' f^''»'^-'-f:m:- 

292 9 y=~x-^p—, lisez: y^^xA-p^. 

r^l^dx p R«dta; px Rî^to rx x^dx 

339 22 \ î - \ 7, lisez: \ i ^ l T- 

Jo (R«— a?>)« .lo (R«— a?«;« Jo (R«— x»? jo (R'— a?«p 

352 10 Trap. mixt. (P'K'KR), lisez: trap. mixt. (PK'KR). 

367 24 M'm'n'p' N', lisez: Mm'n'p' N'. 
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